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Resenje. Kako je ovo neprava funkcija, deljenjem nalazimo da je

527 — 6z + 1 5z — 6z + 1
=1 —_ =1 —_— .
/(@) + 3 — 522 + 6z z(z —2)(z —3)
Prema postupku navedenom u teoremi 1.7, vazi razlaganje
502> —6z+1 A B C

11 —_ - =
(11) z(z —2)(z — 3) a:+x—2+a:—3’

odnosno
(12) 52° — 6z + 1= A(z — 2)(z — 3) + Ba(x — 3) + Ca(z — 2) .

Koeficijente A, B, C' mozemo naé¢i metodom neodredenih koeficijenata ili, $to je
jednostavnije, zamenom tri proizvoljne vrednosti za z u jednakost (12). Ako
stavimo z = 0, 2,3 neposredno nalazimo da je A =1/6, B = —9/2, C = 28/3,
pa vazi jednakost:®

1 9 28

I@) =t e =y Y 3w_9

1.4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija

Ako je b > 0, eksponencijalna funkcija je preslikavanje x — b* i definisano je
za svako z € R. Broj b naziva se osnovom eksponencijalne funkcije. Isto kao
kod stepene funkcije, ovde za sada imamo problema sa strogim definisanjem ove
funkcije za slucaj kada z nije racionalan broj. Aproksimacija iracionalnog broja
svojim decimalnim razvojem sa kona¢no mnogo decimala moze i ovde posluziti kao
primer reSavanja tog problema.

b=1/2 b=1/3 b=3b=2

Slika 4. Eksponencijalna funkcija za razne vrednosti osnove b.

Eksponencijalna funkcija sa osnovom b > 1 je monotono rastuca na R, dok je
eksponencijalna funkcija sa 0 < b < 1 monotono opadajué¢a. Ako je b = 1, onda
je b® =1 za svako x € R. Za svako = € R i za svaku pozitivohu osnovu vazi da je
b* > 0.

U matematici i njenim primenama posebno je vazna eksponencijalna funkcija
sa osnovom e = 2.71828.... Videéemo kasnije (primer 20) kako se broj e definise

Hako (11) ne vazi za x = 0, 2, 3, relacija (12) je jednakost polinoma, pa mora da vazi za svako
x € R. Zato je dozvoljeno uvrstiti navedene vrednosti u (12).
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i izracunava. Za eksponencijalnu funkciju sa osnovom e koristi se i oznaka exp:
y=e* =expx.

Kako je eksponencijalna funkcija sa osnovom b # 1 strogo monotona, ona ima
inverznu funkciju — to je logaritamska funkcija. Imamo da je

y=log,z <— b ==

Logaritamska funkcija se moze definisati za svaku pozitivnu osnovu b # 1; njen
domen je interval (0,+00). Ako je b > 1, ova funkcija je monotono rastuéa, a za
0 < b < 1 je monotono opadajuca. Logaritam nije definisan za osnovu b = 1.

b>1

b<l

Slika 5. Logaritamska funkcija za dve vrednosti osnove b.

Logaritam za osnovu e naziva se prirodnim logaritmom i tradicionalno se
obelezava sa In z. U novije vreme preovladuje oznaka log x (koja je ranije koriséena
za logaritme za osnovu 10) i mi ¢emo u daljem tekstu upotrebljavati iskljucivo tu
oznaku:

logz =Inz = log, =.

v/ Nekoliko osobina logaritamske funkcije:

logy, |zy| = log,, || - log, |yl ,
logy, |z|* = alogy |z ,
log,

1 = .
08 T log. b

Iz navedenih osobina, kao specijalan, ali vazan slucaj, dobija se

v logb% = —log, x .

Eksponencijalna i logaritamska funkcija imaju posebnu ulogu u matematici, jer
se pomocu njih mogu izraziti druge funkcije. Za stepenu funkciju na primer, imamo
da je

z? = 108 (a > 0).

U vezi sa eksponencijalnom funkcijom su tzv. hiperbolicke funkcije: sinus
hiperbolicki, kosinus, tangens i kotangens hiperbolicki. One se definisu na sledeéi
nacin:
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et —e™? et +e”
shey = —— cher = ———
v 2 2
et —e " e +e "
v/ the = ———, cthz = e e’

Ove funkcije su dobile svoje nazive po izvesnoj analogiji sa trigonometrijskim
funkcijama. Neposredno iz definicije moze se videti da je

ch?z—sh?z =1, sh(xz4y) =shazchy+chazshy, ch(z+y)=chachy+shzshy,
a i ostale formule su po obliku iste ili slitne odgovarajuéim trigonometrijskim.

y Y
y=cthx

y=chx

I v =thx

y=shux

Slika 6. Grafici hiperbolickih funkcija.

Medutim, iako su formule analogne, hiperbolicke funkcije po obliku grafika ne
lice na odgovarajuce trigonometrijske. Nijedna od njih nije periodi¢na, a funkcije
z+— shx, x — chzix+— cthz su neogranicene.

Funkcija x +— sh x je monotono rastuéa. Njena inverzna funkcija, area sinus
hiperbolicki, definiSe se pomocu relacije

y=arshx <= x =shy, zeRyeR
Jednacina x = shy = (e¥ — e7¥)/2 moze se resiti po y, uvodenjem smene e¥ = ¢.
Tako se dobija da je
v/ arsh z = log(xz + v 22 +1).
Funkcija z +— ch z nije monotona na R, ali je monotona na [0,400). Ako se
potrazi nenegativno resenje y jednacine x = chy = (e” + e~ *)/2, dobija se

v y = arch z = log(z + V22 — 1), x>1,y>0.

oo strana 40, zadaci 87-99

1.4.5. Trigonometrijske funkcije

Funkcije z — sinz,  — cosz, x +— tgz i x — ctgx mogu se definisati za
uglove trougla polazeé¢i od geometrijskih ¢injenica, a zatim se periodi¢no produzuju
na celu realnu osu. Osnovni (najmanji) period funkcija  +— sinz i  — cosz je
27, a funkcije x — tg x i © — ctg z imaju osnovni period 7.

Jedinica mere ugla je radijan (180° = 7 rad). Neke karakteristi¢cne vrednosti
funkcije z — sinz su date u tabeli:
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- I"H-Tc/ 2

Slika 7. Grafici trigonometrijskih funkcija

xT

/2

/3

/4

/6

sinx

1

V3/2

V2/2

1/2

v/ Navodimo osnovne trigonometrijske jednakosti:
sin?z + cos?z = 1

cos(z £y) =cosx cosy Fsinz siny, sin(x+y) =sinz cosy £ cosx siny,

tgxr ttgy
tg(aty) = o BV
1Ftgatgy
Ako u ovim formulama stavimo y = x, dobijamo
2t
sin2x = 2sinx cosx, cos2r = cos® x — sin? r, tglr= Lﬂ .
1—-tg“x

Funkcije polovine ugla se nalaze iz:

. T 1—cosx T 1+ cosx
Slng—ﬂ:\/T, (zosg—jsz7

pri ¢emu se uzima znak + ili — u zavisnosti od toga u kom se kvadrantu
nalazi x/2.

Iz EULERove formule e’ = cosz + isin 2 dobijaju se sledeée jednakosti:

eim + 677'.1 eiz _ efi:r
v/ cosr=——+—, sinx=——. [
2 21 !
Pored pomenutih funkcija, definisu se i funkcije sekans i kosekans:
1
. sec x = , COSec T = — .
cos T sinx
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v/ Pretvaranje zbira trigonometrijskih funkcija u proizvod:

sina+sing = QSina;ﬂcosa;ﬂ
cosa+cosff = QCosagﬁcosa;ﬂ
cosa —cos3 = —23ina nagﬂ

Navedene jednakosti mogu da se izvedu primenom EULERove formule. Na primer,

sin « + sin 3

Im (em + elﬂ)
(2£24258)

(e +e(°$"f’%’))
- (¢ (05 )
= Im< - 2cos ;5>

= 25111

I
3

Kombinacija koja nedostaje (sin a+cos 3) svodi se na postojeée formule pomocu
jednakosti

sina+cosff = sina—i—sin(g—ﬂ)

ozfﬁ+7r/2cosoz+ﬂf7r/2.

sin D) 2

v/ Pretvaranje proizvoda trigonometrijskih funkcija u zbir:

sinasinff = %(COS(CY - B) —cos(a—i—ﬂ))
sinacos3 = %(sin(a + B) + sin(a — 3))
cosacos B = %(cos(a—i-ﬁ) + cos(a — B))

Ove formule se izvode iz prethodnih ili obrnuto. Na primer, znajuéi da je

OH_ﬁcosa_ﬂ
2 2

sina + sin 3 = 2sin

smenom u = (o + 3)/2, v = (o — ) /2, imamo, ¢itajuéi unatrag:

2sinucosv = sina + sin 8 = sin(u + v) + sin(u — v) .
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v/ Pomoé¢u jedne od trigonometrijskih funkcija mogu se izraziti i ostale (sa
tacnos¢u do znaka):
t
V-’
V1—1t2

sinz =t : cost = +/1—12 | tg x = sgn (cosz) -

cosz =t : sinx = +v1—12 | tgx = sgn (sinx) - " ,
t 1
tgxr=1t : sinz = sgn (cosx) - — cost =F+———
& s ( ) 14 ¢2 V142
¥y , 2t 1—¢?
— =t sing = —— | cosT = —— .
&9 1+ 1+ 2

U prve tri formule znak se odreduje prema tome u kom kvadrantu se nalazi x.

Y y
/2 nl
1 =
y = arcsin x y = arccos x
—n/2 o
T . -
Y y
RIi————= = —
y=arctg x
X y = arcotg x \V2
————— —1/2 x

Slika 8. Inverzne trigonometrijske funkcije

Osnovne trigonometrijske funkcije su periodi¢ne i zato nemaju inverznu funkeiju
na skupu R. Na primer, jednacina (po y) siny = x ima beskonatno mnogo resenja
y za svako dato x € [—1,1]. Medutim, ako trazimo reSenje ove jednacine samo na
nekom od intervala duzine m na kome je funkcija y +— siny monotona, dobi¢emo
jedno i samo jedno resenje za svako z € [—1,1]. Ako se reSenje trazi na segmentu
[—7/2,7/2], dobija se funkcija © — arcsin z:

° y =arcsinx <= zx=siny A y &€ [_g’%}
Na slican nacin se definisu ostale inverzne trigonometrijske funkcije:
. y =arccosz <= xz=cosy A ye€l0,n],
. y=arctgr < xz=tgx AN yc g,g ,
. y=arcctgr <= x=ctgy A ye(0,7).

Iz ovih definicija proizilazi da je, na primer,

sin(arcsinz) = x |



