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4.7. Zadaci

4.7.1. Formalizam diferenciranja (teorija na stranama 142-146)

340. Znajudiizvod funkcije x +— arcsin x, odrediti izvod funkcije x — arccos x.

Resenje. Polazeéi od jednakosti arcsin x + arccosx = m/2, koja, prema zadatku 78, vazi
za svako x € [—1,1], i primenom pravila za nalazenje izvoda, imamo

(arcsinx)’ + (arccosz) = 0.
Odavde je

VIi—a22’

1
(arccos z)’ = —(arcsinz)’

341. Nagdi izvod funkcije z — ctg z.

Resenje. o I nacin: Prema pravilu o izvodu koli¢nika,

, cosx\’ —sinx -sinx — cosx - cosx 1
(ctg:r)—(, >— — =——.
sin x sin® x sin“ x
e IT nacin: Prema pravilu o izvodu slozene funkcije,
1 ! 1 , cos? x 1 1
ctgz) =(—) =— tgx) = — : == :
(ctg ) (tg :c) tg 2;10( &) sin?z cos?zx sin” x

342. Znajudi izvod funkcije x — tg x, nadi izvod funkcije x — arctg x.

Resenje. Prema pravilu o izvodu inverzne funkcije, za svako y € (=7 /2,7/2) iz =tgy €
R, imamo

(arctgz) = (ay) =cos’y.

Kako je
11
1+tg2y 1422’
nalazimo da je izvod funkcije y — arctg « jednak 1/(1 + z?).

2
cos“y =

343. Znajudi izvod funkcije x — arctg x, odrediti izvod funkcije x — arcctg
Uputstvo. Poéi od jednakosti arctg x + arcctg x = 7/2.

344. Znajuéi da je (logz)’ = 1/x, odrediti izvod funkeije  — log, .

Resengje. Iz jednakosti log, x = oel log x, primenom linearnosti, nalazimo
og

1 1
! = (1 ' = .
(log, ) 1Ogb( og ) TTogh
345. Znajuéi da je (e®)' = e®
Resenje. Ako je f(u) =e*, u= g(x) = ax, tada je e*® = f(g(z)). Odavde je
(eaa:)/ — (eu)/ ‘u —ax (am)l — ea,;L' .a.

346. Nadi izvode funkcija z +— shx i z +— ch x.

, naci izvod funkcije x — e**.
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Resenje. Kako je (¢*) =", (e7*) =

=chuz,

sna) = (<5

i na isti nacin,

/
p (e e\ et —e "
(chz) —< 5 > = 3 shx.

347. Dokazati da je (f(aw))l = af’(az), gde je a data konstanta.

348. Znajuéi da je (e*)" = €®, naéi izvod funkcije z — a®.

Resenje. Kako je a® = €*'°8%, imamo da je a® = f(loga - z), gde je f(z) = e®. Stoga je

(zadatak 347):
(a) =loga- f'(loga-x) = erlosa loga =a”loga.
349. Polazedi od izvoda logaritamske i eksponencijalne funkcije, odrediti izvod

funkcije z — 2%, za z >0, a € R.
Resenje. Kako je, z® = e2!°8® (z > 0), prema pravilu o izvodu slozene funkcije imamo

da je

!
’ 1 1 ’ 1 a a -1
(z*) = (ea ng) =e" %% (alogx) =" "= =2 =az"" .
x x

350. Nagdi izvode funkcija x — thz i x — cth z.

Resenge. Prema pravilu o izvodu koli¢nika,

(th o) = shz\’ ch?z—sh?z 1
~ \chz/ ch 2z ~chiz’
, 1
Na slican nac¢in dobija se da je (cthx)’ = L
sh “x

351. Nadi izvode funkcija: a) 277, b) 234, ¢) 272, d) =z,
3/2 1
e) vVab, f) vzt T , h) —.
) Vas, f) e

3 _ 5 _ 1
Rezultat. a) 7727, b) ~a'/* —2a7? 0 d) =
ezultat. a) 77z, )4:3 , ©) 5% , ) NG

5 1/a 4 15 5 _1/6 3 52
e) 22 f) % , 8) ki , h) 5% .
352. Neka je f: uw+ f(u) data funkcija i neka je g(z) = f(z + a), gde je a
konstanta. Dokazati da je ¢'(z) = f'(4) |y =2 1+ a -

b) c) log(z +31),

z+5’ .
f) arctg (z—1), g) (x+21)"%, h) CETE

353. Nadi izvode funkcija: a) e*~3,

d) sin(z+n/5), e)tg(124z),

Rezultat. a) e”*, b) _m7 D) _xi317 d) cos(z +7/5),
1 1
1)75 _a(p )4
e) cos2(12+ )’ ) 1+ (x—1)2" g) 76(x +21)", h) —3(x—2)
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354. Neka je u — f(u) data funkcija i neka je g(z) = f(ax +b), gde suaibd
konstante. Dokazati da je ¢'(z) = af'(w) |y = az 1 b -

355. Nadi izvode funkcija:
a) (22 +6)1°  b) Vav2 -7, ¢)2372, d)log(8z 7).
e) tg(bx +11), f)arctg(2—2z), g)sh(2z+8), h)

4 -3z
99 \/5 —2/3 3x—2
Rezultat. a) 200(2z +6)°, b) ?(m\/i—n) , ¢€)3-2%"2]og?2,
8 5 1
d f) ——— 2ch (2
)Sm—'?’ °) cos?(5r + 11)’ ) 1+ (2—x)2’ g) 2ch (2r +8),
3
h) —— .
) (4 — 3x)?

356. Ako je poznat izvod funkcije f, navedite dva nacina kako se moze naci
izvod funkcije 1/f.

Resengje. o Kako je 1/f(x) = (f(av))_l7 izvod mozemo nadi ili primenom pravila o izvodu
koli¢nika ili primenom pravila o izvodu slozene funkcije.
e Primenom pravila o izvodu koli¢nika imamo
( 1 > W@ -1-f@) _ f@
f(x) [ (@) f2(x)
e Primenom pravila o izvodu slozene funkcije nalazimo
—1\/ —2 f'(x)
f(z l)zfl-fx fi(x)=— .
(@) =0 (@) 7 1@ =~
e Drugi nacin je jednostavniji i trebalo bi da se isklju¢ivo koristi.

357. Nadi izvode funkcija:

1
a) secx, b)cosecx, c)log,a, d) B2t
1 1 1 1
f —_— h) -———.
°) 2@ — 9~ ) sinz —sina’ g) e2r 4+ 37 ) V5x 4+ v6x
Rezultat. a) -8 , b) __ch:c7 c) — 10g2a ) ) _—25}12(2x+ 3) )
cos T sin zlog” ch “(2z + 3)
(2" +27")log?2 B cos T 22"
°) (2r —2-=)2 7 £) (sinx —sina)?’ g) (e~2= +3)2’
h) V5 + V6
2(v5z +V6x)?vr

358. Nadi izvod funkcije z +— arsh x.

Resenge. I naéin: Neka je x = sh y. Primenom pravila o izvodu inverzne funkcije imamo
da je
1 1 1 1
(arshz) = —— = — = = .
(shy)  chy /14+sh%y VI+2a?
II nacin: Polazedi od eksplicitne formule arsh = log(x + /1 + 22), nalazimo
da je

1 T 1
arshz) = ——— - [ 1+ ): .
( ) T+ V1+ 2 ( V1422 V1422
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359. Nadi izvode funkcija:
a) archxz, b)artha, c)arcthz.

1 1 1
\/ﬁ’ b)l 7C)1

360. Dokazati da vazi generalisano pravilo o izvodu proizvoda:

(fi(@) fa(z) - }jﬁ (@) fal2).

361. Nadi izvod funkcije f(x) = (:E —1)(x —2)(z —3).
Resenge. Primenom generalisanog pravila o izvodu proizvoda, imamo da je
(@@ -2 —-3) =
= @-1)'(@-2)(z-3)+@-1-2)(z-3)+(-1)(=-2)(z-3)
(x —2)(x —3)+ (x — 1)(x —3) + (z — 1)(z — 2) = 32° — 12z + 11.
362. Ako je f(x) =xz(x+1)--- (z +n), odrediti f'(0). [n!]

363. Nadi izvode funkcija:
(2 —22)(3 —23)

Rezultat. a)

— 2 — 2’

3z —52* 2431622 46212
a) 1-2)? [ (@—1)3 ]
23 3 315+214+4z3+812+3z+6
b) (1+2)vV2+22V3+x [ (3+0%)2/3\/21a? ]
12z +ava/ Ve
c T+ T+
) Ve [ 8vE\/2t v\ 2t/ VE
14 a8 22 23
d) v ].—ZB'?’ [ 127163 }tIS ]
364. Nadi izvode funkcija:
a) sin(cos z) cos(sin ) [ —sinz cos(sin x) cos(cos z) — cos x sin(sin z) sin(cos x) |
2
‘43z 42 22+3 524 +7
b) lOg m [ z243z+2 5+7z+9 ]
c) log(log(log z))) [ m |
d) exp(z? + 2z + 3) [ 2z + 2) exp(m +2x+43) ]
2
e) 2cos:v [ 72605:1) +1(10g 2)55511’11’2 ]
f) arcsin ﬁ [— Ve T = |
arcsin x 1—x2+4x arcsin x
) m [ (1712)3/2 ]
h) arctg tg %z [ tinZe

sin® x+cos* x
365. Nadi izvod funkcije f(z) = log|x|.

Resenje. Funkcija f je definisana za svako z # 0. Kako je |z| = —z za # < 0, imamo da

je

/ / 1 1
(log]l)' = flog(~a))' = — - (-1) =1 (z<0).
Za x > 0 je |z| = x, odakle sleduje
1

(log )’ = (loga)’ =+ (x> 0)

Prema tome, za svako z # 0, (log|z|)’ = =
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366. Ako funkcije f i g imaju konacne izvode, naéi izvode sledeé¢ih funkcija:

a) VD) T @), wamgg%, ¢) g(x) log f(x).

+
Rezultat. a) f\/JCQ—JrgggQ b) ffg_’_ng, c) g'log f+ ffg

367. Naéi izvod funkcije f(z) = log(cos® z + /1 + cost z).
Resenje. Neka je u(z) = cos®>z i v(u) = V14 u2. Tada je

B 1 Jw+v) oW sin 2z

u+v Vit uZ VI+uE _\/1+cos4m.
368. Nadi izvode funkcija:

e arcsine™® 1 92 2 2
—2z 2ze”® arcsine””
a) —— +3 log(1 — e ") [ a=ese |
b) of 1= - arcctga”* [4lo q@arcctga " ]
1+a® 1taz 08 8 4 (1 4a%)

369. Dokazati da je izvod parne funkcije neparna funkcija i obrnuto.

Uputstvo. Diferencirati levu i desnu stranu jednakosti f(z) = f(—z).

370. Nadi izvode funkcija:
a) z*, b)z'/*, c)

@ 1
Rezultat. a) z®(logz + 1), b) z'/*72(1 —logz), c) z° ™ (long +logz + E)

371. Nadi izvode funkcija:

a _ . cos T sinx b —
)y = (sin@)*** + (cosz)™*, b) y glog e arccos(cos? )

2
log x)* arcsin(sin? z) \ "% °
gl ), (e’

Resenje. o a) Izvod prvog sabirka je:

/
. / s 1 i 1 i . !
((Sln :I:')COS JC) — (eCOSﬂ') og sin x) — eCOS.T OgSIDx(COleog sin :B)
cos? x
= (sinz)***(—sinzlogsinz + —) .
sinx
Na isti na¢in nalazimo izvod drugog ¢lana:
((COS m)sin z)l — <esinzlog cos z)/ — esinzlog cosm(sinxlog cos x)/
.2
sinw sin” x
= (cosz)™*(coszlogcosx — ) .
cos T

e b) Kako je
logy = xloglog z — (log J:)2 ,
diferenciranjem leve i desne strane ove jednakosti, dobijamo
log x

! 1 1 1
y—:loglogx—l—a:ﬁ—2(log1:)—:loglogx—|———2 ,
y log x x log x x
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odakle je

e ¢) Kao i u slu¢aju b), polazimo od
log y = arctg 2z (log arcsin sinz — log arccos cos? x) .

Diferenciranjem obe strane nalazimo:

y' =y(A+B),
gde je
1
A = 2arctgx- 1522 (log arcsin sinz — log arccos cos” x),
1 1
B = arctg’z . -2sinxzcosx
& <arcsin sin®z /1 _sindx
1 1

— . -2sinxcosx).

arccoscos?x /1 — cos? x

4.7.2. Veza izmedu neprekidnosti i diferencijabilnosti. Levi i
desni izvodi (teorija na stranama 138-142)

372. Koja od sledeéih tvrdenja su ta¢na: a) Svaka neprekidna funkcija je
diferencijabilna; b) Svaka diferencijabilna funkcija je neprekidna; c¢) Svaka difer-
encijabilna funkcija ima kona¢an izvod; d) Postoje diferencijabilne funkcije koje
nemaju izvod; e) Postoje neprekidne funkcije sa beskona¢nim izvodima u poje-
dinim tackama.

373. Navesti primer jedne neprekidne funkcije koja nema (ni kona¢an ni
beskonacan) izvod u tacki z = 0.

374. Konstruisati neprekidnu funkciju, definisanu u svakoj tacki = € R, koja
nema izvod u tackama 1,2, 3.
Resenge. Na primer, funkcija
f@) =z =14z —2[+ |z -3

je neprekidna u svakoj tacki x € R, ali nema izvod u tackama z = 1,2, 3.

375. Navesti primer funkcije koja je neprekidna u datoj tacki a, ali u toj
tacki ima beskonacan izvod.
Resenje. Funkcija f(z) = /x — a zadovoljava postavljene uslove. Ova funkcija je nepre-
kidna u tacki a; po definiciji izvoda imamo da je
3
f'(a) = lim ﬁ = lim L

h—0 h h—0 h2/3 = too.
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376. Neka je

y
X
z, <0
flz)=<9 1, =0
x, >0 Slika 28.

Da li je za ovu funkciju levi izvod u nuli jednak desnom izvodu ? Koliko iznose ovi
izvodi ?
[ fL(0) = +oo, f1(0) = —c0 . ]

377. Skicirati funkciju f(x) = « — [z], a zatim nadi njen levi i desni izvod u
tacki x = 0.

378. Neka je
, <0
f(x)_{ef’“’l, x>0
Da li data funkcija ima izvod u x = 07

Resenge. e Levi i desni izvod funkcije f mozemo da odredimo na dva nacina.
e I nacin: Kako se analiticki izrazi kojima je zadata funkcija razlikuju sa leve
i desne strane nule, izvode trazimo po definiciji:

P T (U Rl Gl D O YRR el Gl ) R

h—0y h h—04 h
b S —FO) (=1 -0
f+ = hli%l_,_ h - hll%l_,_ h =1

gde je poslednja grani¢na vrednost nadena u zadatku 299.

e I nacin: Primetimo da je funkcija neprekidna u tacki z = 0, jer jex = e” —1
za © = 0. Stoga je levi izvod date funkcije u tacki z = 0 jednak izvodu
funkcije u(z) = x, dok je desni izvod date funkcije u nuli jednak izvodu funkcije
v(x) = e” — 1 u istoj tacki. Odavde je f7(0) = f4(0) = 1.

e Kako su levi i desni izvod jednaki, funkcija f ima izvod f'(0) = 1.

379. Neka su funkcije = — u(z) i z +— v(z) definisane u nekoj okolini tacke
xg, neprekidne u zg i imaju konaéne izvode u zy. Neka je

u(x), z <z
flw) = { v(x), x> xg

Pod kojim uslovima funkcija f ima izvod u zy?
Rezultat. Funkcija f ima izvod u zo ako i samo ako je u(xo) = v(zo) i v/ (z0) = v’ (o).
380. Da li se realni brojevi a i b mogu odrediti tako da funkcija f, definisana
sa
_Jaxr+1, (x <1)
f(m)_{S—be, (x>1)

bude neprekidna u tacki x = 1 i da ima konacan izvod u toj tacki?



