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3.1. Granic¢ne vrednosti funkcija

3.1.1. Definicija i osnovne osobine

Da bismo motivisali definiciju grani¢ne vrednosti funkcija, dajemo dva primera.

sinx

e Posmatrajmo funkciju z — f(z) = . Funkcija f je definisana za svako

x # 0. Sta se desava sa vrednostima f () kada se & neograni¢eno priblizava nuli?
Crtanjem grafika posmatrane funkcije uz pomo¢ rac¢unara, za x € (—4,4), dobijamo
sliku 11a.
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Slika 11. Grafici funkcija dobijeni crtanjem pomocu racunara: a) y = sinx/x, b)
y =sin(1/x).

Sa slike sticemo utisak da, ako bi se posmatra¢ kretao duz grafika funkcije
tako da mu se x-koordinata neogranic¢eno priblizava nuli, njegova y-koordinata bi
se neogranic¢eno priblizavala jedinici. Kaze se da je limes ove funkcije kad x — 0
(kad x tezi nuli) jednak 1.

e Na slici 11b prikazan je crtez funkcije y = sin %, koja takode nije definisana
za x = 0. Ako bi se posmatra¢ kretao po grafiku ove funkcije tako da mu se
z-koordinata priblizava nuli, njegova y-koordinata bi beskona¢no mnogo puta opi-
sivala sve vrednosti izmedu —1 i 1. U ovom slucaju, kazemo da f(z) nema limes,
ili da divergira, kad z — 0.

Vazno je odmah primetiti da limes, odnosno nepostojanje limesa ne zavisi od
same vrednosti funkcije u tacki u kojoj se trazi limes. U stvari, u oba prethodna
primera, funkcija nije definisana u x = 0, ali ako bismo je definisali na potpuno
proizvoljan nacin (recimo, f(0) = 0, ili f(0) = —10), u prvom slucaju limes bi i
dalje bio jednak 1, a u drugom ne bi postojao. Takode, limes ne zavisi od vrednosti
funkcije daleko od tacke u kojoj se trazi limes. Prema tome,

e Limes funkcije u nekoj tacki ne zavisi od vrednosti funkcije u toj tacki.

e Limes funkcije zavisi od vrednosti funkcije u okolini tacke.

e Limes funkcije ne zavisi od vrednosti funkcije van bilo koje okoline tacke
u kojoj se limes trazi.
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Da bi zamisljeni posmatra¢ mogao da, kretanjem po grafiku funkcije neogra-
nic¢eno priblizi svoju z-koordinatu tacki a, u kojoj se trazi limes, nije neophodno
da je funkcija definisana u tacki a. Medutim, neophodno je da je ona definisana u
nekoj, proizvoljno maloj, okolini tacke a (osim eventualno u samoj tacki a). Drugim
re¢ima, to znac¢i da mozemo da govorimo o limesu funkcije f(z) kad z — a jedino
ako je a tacka nagomilavanja domena funkcije f.

Na primer, proizvoljan niz {z,} moZemo shvatiti i kao funkciju ¢iji je domen
skup prirodnih brojeva, N. Kako ovaj skup ima samo jednu tacku nagomilavanja,
a to je +0o0, mozemo da definisemo samo limes niza {z,} kad n — +oco. Nema
smisla govoriti o limesu niza kad n — 1/2, na primer.

Formalna definicija limesa funkcije je sledeca.

Definicija 3.1. Neka je funkcija f definisana na skupu D C R i neka je a tacka
nagomilavanja skupa D.

e KazZemo da funkcija f ima granicnu vrednost A kad x teZi ka a, u oznaci
lim f(x) = A ako vaZi
r—a
(1) MVe>0)(F0>0)VreD) O0<|z—a|<d = |f(z)—A|<e.
Navedena definicija moze se iskazati na sledeée ekvivalentne nacine:

e lim f(z) = A ako i samo ako za svako € > 0 postoji § > 0 tako da je
f(DN(a—6,a+0)\{a}) C(A—e, A+¢).

o lim f(x) = A ako i samo ako za svaku okolinu V' tacke A postoji okolina
U tacke a tako da je f(DNU\ {a}) C V.

Za primenu uslova definicije 3.1 vaze primedbe analogne onima koje smo naveli
iza definicije grani¢ne vrednosti niza. Znaci nejednakosti < mogu se zameniti sa <,
a uslov definicije moze se proveriti samo za ¢ < gy (odnosno, za malo ¢) ako je to
lakse. Pored toga, umesto | f(z)—A| < &, dovoljno je pokazati da je | f(x)—A| < Ce,
gde je C konstanta.

Tehnika dokazivanja je sli¢na kao kod nizova. I ovde nejednakosti imaju vaznu
ulogu.

. - . .. sinz

Primer 32. Dokazati, primenom definicije 3.1, da je :llg%) — = 1

sinx

Dokaz. e Neka je f(z) =

. Moze se dokazati (teorema 1.6 i zadatak ??) da za
T

|z] € (0,7/2) vaze nejednakosti

|sinz| < |z| < [tg z|.

Deljenjem sa | sin z| dobijamo da je 1 < |z|/|sinz| < 1/|cosz|. Kako su z,sinx
i cos pozitivni za |z| < m/2, imamo da je

sin sin
(2) cost < —— <1, odnosno 0<1—-——<1—cosz.
x x
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e Neka je € bilo kakav pozitivan broj. Iz nejednakosti 2 zakljuc¢ujemo da je

sin x

—1'<€
kad god je
1—cosx <e, odnosno, cosz>1—e¢.

e Kako je nejednakost cosz > 1 —¢ ispunjena ako i samo ako je |z| < arccos(1 —
€), zaklju¢ujemo da za svako dato € € (0,1) postoji § = arccos(1 — €) takvo da
je |f(z) — 1| < € za svako z # 0 za koje je |z| < 4.

e Prema tome, uslov iz definicije je zadovoljen, pa je zaista ili?% f(z) =1, kao

Sto smo to naslutili sa slike.

Primer 33. Dokazati da ne postoji grani¢na vrednost funkcije g(x) = sin %,
kad z — 0.
Dokaz. e U svakoj d-okolini nule postoji beskona¢no mnogo brojeva oblika x,, = 2/n,
u kojima funkcija uzima vrednosti g(z») = sin &+ € {—1,0,1}.
e Ako bi postojao ilii% g(z) = A, onda bi se u svakoj e-okolini broja A nalazili

brojevi —1,0 1 1, §to je nemoguce. Dakle, grani¢na vrednost ne postoji.

U nekim slucajevima uslov (1) u definiciji 3.1 ispunjen je samo za = < « ili samo
za x > a. Tada govorimo o jednostranim — levim ili desnim grani¢nim vrednostima.

Definicija 3.2. Neka je funkcija f definisana na skupu D C R i neka je a tacka
nagomilavanja skupa D takva da se u svakoj njenoj okolini nalazi neko r € D sa
leve strane tacke a (tj. x < a). Ako vazi

Ve>0)(F0>0)VreD) a—d<zx<a = |f(zx)—A|<e,
tada kazemo da je realan broj A leva graniéna vrednost funkcije f kad x — a
1 piSemo

lim f(z) = A.

Tr—a_—

Analogno, ako je a tacka nagomilavanja skupa D takva da se w svakoj njenoj
okolini nalazi neko x € A, x > a i ako vazi

MVe>0)(F0>0)VreD) a<z<a+d = |f(zx)—A| <e,
tada kazemo da je A desna graniéna vrednost funkcije f kad r — a, u oznaci
lim f(z) = A.

T—aq
Za levu, odnosno desnu granicnu vrednost, ukoliko one postoje, upotrebljavamo i
oznake

flao) = lim f(z), flay) = lim f(x) .

Tr—a— T—a4

Nije tesko videti da obostrana graniéna vrednost (u smislu definicije 3.1) postoji
ako i samo ako postoje leva i desna grani¢na vrednost i ako su te te granicne
vrednosti medusobno jednake.
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Primer 34. Neka je funkcija H definisana definisana sa

0, x <0,
H(t)y=< 1/2, x =0,
1, x>0

Jednostavno se proverava da je

H(O.) = Jim H(x) =0, H(0,) = lim H(z)=1 0O

Ova funkcija je jedna od varijanti tzv. HEAVISIDEove funkcije.

Definicija 3.1 odnosi se na sluc¢aj kada su a i A realni brojevi. S obzirom da
smo uveli pojam okoline beskonacnosti (na strani 52), treca ekvivalentna definicija
u 3.1 moze se primeniti i u slu¢aju kada je a ili A bekonacno.

Definicija 3.3. KazZemo da je grani¢na vrednost funkcije f kad x — a jednaka

+00, u oznaci lim f(z) = 400 ako je a tacka nagomilavanja domena D funkcije
r—a

f i ako vazi

(VK >0)(F0>0)(VzeD) 0<|z—a|<é = f(x)>K.

Kazemo da je graniéna vrednost funkcije f kad x — 400 jednaka A € R, u oznaci

liI_P f(x) = A ako domen D funkcije [ nije ogranicen odozgo i ako vazi
T— 100

(Ve >0)3B>0)(Vze D) z>B = |f(z)— Al <e.

Na analogan nacin definiSu se leva i desna beskonac¢na grani¢na vrednost, gra-
ni¢na vrednost u —oo itd.

Primer 35. Neka je f(z) = Za K > 0, nejednakost f(z) > K

o
(1—z)*

ekvivalentna je sa |z — 1| < 1/V K, pa je lim1 f(z) = +00. Ovde se moze primeniti
xr—

1
i simboli¢ko pravilo koje smo nacili kod nizova: — = +oco. [
+

Posmatrajmo sada grafike na slici 12.

Grafik na slici 12a) je neprekidan, u smislu da posmatra¢ moze da se kon-
tinuirano kreée po njemu. Grafik na slici 12b) ima prekide: posmatra¢ ne bi mogao,
kretanjem duz grafika, da iz tacke A dode do tacke B.

Pojam neprekidnosti formalizujemo u sledecoj definiciji.
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Slika 12. a) Grafik neprekidne funkcije; b) Grafik funkcije koja ima prekide.

Definicija 3.4. Neka je funkcija f definisana na skupu D C R i neka je a € D
tacka nagomilavanja skupa D. Za funkciju f kaZemo da je neprekidna u tacki a
ako je

3) lim f(z) = f(a).

r—a

FEkvivalentno, funkcija f je neprekidna u tacki a ako vazi
(4) (Ve>0)(F>0)(Vzxe D) |x—a|<d = |f(x)— fla)| <e.

Uslov (3) odrazava intuitivnu predstavu o neprekidnosti grafika funkcije. Os-
obina neprekidnosti je lokalno svojstvo, u smislu da je odredeno ponaSanjem funkcije
u nekoj okolini tacke. Ako je funkcija neprekidna u svakoj tacki nekog skupa A,
kazemo da je neprekidna na skupu A.

Primer 36. Sve osnovne elementarne funkcije su neprekidne na svom domenu.
Dajemo dokaz za eksponencijalnu, logaritamsku i sinusnu funkciju.
e FEksponencijalna funkcija: Neka su x i a proizvoljni realni brojevi i neka je
0 < e < e” Imamo da je
e” —e”| <e <= e —e<e’ <e”+e < log(e® —¢) <z < log(e” + ¢).
Otvoreni interval sa krajnjim tackama log(e® + ¢) sigurno sadrzi broj a, jer je,
zbog monotonosti funkcije x — log z,
log(e” —¢) < loge” < log(e” +¢).

To znagci da postoji neko § > 0 takvo da je (a—d,a+3d) C (log(e®—¢),log(e®+¢)).
Na osnovu izvedenog, zaklju¢ujemo da vazi

z € (a—68,a+6) = x € (log(e” —¢),log(e” +¢)) = |e* —e”| <e,
pa je funkcija x +— e” neprekidna u svakoj tacki a € R.
e Logaritamska funkcija: Neka su x i a proizvoljni pozitivni brojevi i neka
je € > 0. Tada je

[logz —logal] <e <= loga—c<logz <loga-+e

loga—e

— e <z <t = eTfu <z < efa.



3.1. GRANICNE VREDNOSTI FUNKCIJA 103

Isto kao pod 1°, moze se pokazati da interval (¢ “a,ea) sadrzi neki interval
(a—9,a+9); za takvo § imamo da je |log z —log a| < € za svako z > 0 u intervalu
(x — 6,z + 4), Sto, prema definiciji znaci da je funkcija x — log z neprekidna u
tacki a > 0.

e Sinusna funkcija: Neka su x i a proizvoljni realni brojevi. Prema teoremi
1.6 na strani 8, vazi nejednakost

|sinz —sina| < |z — al.

Iz ove nejednakosti direktno sleduje neprekidnost funkcije x +— sinz u svakoj
realnoj tacki a. Naime, ako je |z—a| < ¢, onda je, prema navedenoj nejednakosti
i|sinxz —sina| < €, pa je uslov definicije ispunjen za § =e¢. O

U klasi¢noj NEWTONovoj mehanici iskljucivo neprekidne funkcije se pojavljuju
u matematickim modelima. Zavisnost bilo koje fizicke veli¢ine od vremena je
neprekidna funkcija. Makroskopski posmatrano, u prirodi se nista ne dogada u
,skokovima”, tako da se fizicke promene mogu opisati samo neprekidnim funkci-
jama. Medutim, ako se priroda modelira na nivou atoma, kvantna mehanika
pokazuje da se promene desavaju u diskretnim vremenskim trenucima i da funkcije
koje ih opisuju nisu neprekidne.

Ako funkcija nije neprekidna u nekoj tacki a svog domena, kazemo da u toj
tacki ima prekid. Ako je a tacka nagomilavanja domena, funkcija f ima prekid u
a ako i samo ako je ilLI(ll f(z) # f(a). Ova relacija moze se ostvariti na dva nacina:

(i) Postoji lim f(x), ali nije jednak f(a); (ii) Ne postoji lim f(z). To dovodi do

sledece klasifikacije tacaka prekida.

Definicija 3.5. Neka je funkcija f definisana na skupu D i neka je a € D tacka
nagomilavanja skupa D.

e Kazemo da funkcija f ima u tacki a prekid prve vrste sleva ako postoji
konacan lim f(zx) ali nije jednak f(a). Analogno se definise prekid prve

r—a—
vrste zdesna.
o Ako postoji konacan lim f(x) # f(a) (odnosno ako su leva i desna
r—a

graniéna vrednost funkcije x — f(z) kad v — a jednake i konacne,
ali nisu jednake vrednosti f(a)) kaZemo da u tacki a funkcija f ima
otklonjiv prekid. Ovo je poseban slucaj prekida prve vrste.

o Ako leva granicna wvrednost funkcije x +— f(x) ne postoji ili je
beskonacéna, kaZemo da funkcija f ima u tacki a prekid druge vrste
sleva. Analogno se definise i prekid druge vrste zdesna.

e Za funkciju koja nema prekid u tacki a sa jedne strane, kaZemo da je
neprekidna sa te strane (sleva ili zdesna). Za funkciju koja je definisana
na zatvorenom intervalu [a,b] kaZe se da je neprekidna na tom inter-
valu ako je neprekidna u svakoj tacki iz (a,b), neprekidna zdesna u a i
neprekidna sleva u b.
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Termin , tacka prekida” koristi se i za one tacke nagomilavanja domena u kojima
funkcija nije definisana. Na primer, za funkciju f(z) = 1/x kazemo da ima prekid
druge vrste u nuli, iako nije definisana za x = 0.

Primer 37. Funkcija f definisana sa f(z) = sinz/x (z # 0) ima otklonjiv
prekid u nuli, jer je limo f(x) = 1. Ako se funkcija definise tako da je f(0) =1, ona

postaje neprekidna.

Primer 38. Neka je funkcija x — y(z) definisana sa'

w={y g

Kako se u svakoj okolini racionalnog broja nalazi beskona¢no mnogo iracionalnih

brojeva, i u svakoj okolini iracionalnog broja ima beskona¢no mnogo racionalnih,

ne postoji lim y(x) ni za jedno a € R. Dakle, funkcija x ima prekid druge vrste? u
r—a

svakoj tacki z € R. [

Sledeéa teorema tvrdi da monotona funkcija ne moze imati prekide druge vrste,
tj. da u svakoj tacki u kojoj je definisana ima limes i sa leve i sa desne strane. Ideja
dokaza je ista kao u dokazu teoreme 2.12 o konvergenciji monotonog i ograni¢enog
niza.

Teorema 3.1. Funkcija koja je definisana i monotona na intervalu [a,b] moze
na tom intervalu imati samo prekide prve vrste i to najvise prebrojivo mnogo takvih
prekida.

Dokaz. e Neka je funkcija f definisana u svim tackama intervala [a,b] i monotono
neopadajuéa na tom intervalu. Neka je ¢ proizvoljna tacka intervala [a,b].
Pokaza¢emo da u tacki ¢ postoji i desni i levi limes funkcije f.

e Zbog monotonosti funkcije f, skup vrednosti funkcije na [a,c) ogranicen je
odozgo (sa f(c)), pa postoji konacan
sup f(z)=L.
z€la,c)
e Prema osobini supremuma, za svako £ > 0 postoji neko zo € [a,c) takvo da
je L —e < f(zo) < L. Zbog monotonosti funkcije f, imamo da je f(z) > L —¢
i za svako z > xo. Uz oznaku § = ¢ — xo, dokazali smo da vazi

(Ve >0)(30 > 0)(Vz € [a,¢)) c—d<z<c = L—e< f(z)<L,
§to znaci da je
fle-) = lim f(z) =L = S f(@).
e Na isti nacin dokazuje se da je
fler) = lim (o) = inf f(a).

z€(c,b

1Gréeko slovo X Cita se kao ,,hi”.
20va funkcija je poznata pod nazivom DIRICHLETova funkcija. Njen grafik se ne moze nacr-
tati. Postoje i neprekidne funkcije ¢iji se grafik ne moze nacrtati!
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e Dakle, ukoliko funkcija ima prekid u proizvoljnoj tacki ¢ € [a, b], to moze biti
samo prekid prve vrste. Pri tome je ocigledno f(c—) < f(cy) i intervali ob-
lika (f(c-), f(c4)) su disjunktni za razlicite tacke prekida ¢ (zbog monotonosti
funkcije f). U svakom od tih intervala izaberimo po jedan racionalan broj i
definiSimo preslikavanje kojim se tacka prekida c preslikava u izabrani racionalni
broj. Kako su intervali disjunktni, izabrani racionalni brojevi su medusobno
razliciti, pa je opisano preslikavanje bijekcija skupa tacaka prekida u neki pod-
skup skupa racionalnih brojeva. Kako je skup racionalnih brojeva prebrojiv,
zaklju¢ujemo da je skup tacaka prekida konacan ili prebrojiv.

e U slucaju nerastuce funkcije, dokaz je analogan.

3.1.2. Veza izmedu grani¢nih vrednosti nizova i funkcija

Teorema 3.2. Neka je a € R tacka nagomilavanja domena D funkcije f. Tada
je lim f(z) = A (A € R) ako i samo ako je lirf fxn) = A za svaki niz {z,}

takav da je limz, = a iz, € D\ {a} za svako n.

Dokaz. Dokazaéemo teoremu za a, A € R. Slucajevi kada su a ili A beskonaé¢ni dokazuju
se analogno.
Neka je zhﬁrna f(z) = A. Fiksirajmo € > Oineka je d > 0 takvodaje |f(z)—A| < e
za svako x # a u d-okolini tacke a. Ako je {z,} proizvoljan niz realnih brojeva
koji konvergira ka a, tada se skoro svi ¢lanovi niza {z, } nalaze u §-okolini tacke
a, pa prema tome za skoro sve ¢lanove niza {f(z»} vazi da je |f(zn) — A| < €.
Ovim je dokazano da je lim f(z,) = A.
Obrnuto, neka je lim f(x,) = A za svaki niz {z,} koji ispunjava navedene
uslove. Pretpostavimo, suprotno od onoga §to treba dokazati, da nije ta¢no da
je 213}1 f(x) = A. Logitkom negacijom uslova iz definicije 3.1 dobijamo da za
neko £ > 0 u svakoj d-okolini tacke a postoji z5 # a takvo da je |f(zs) — A| >
€. Za takvo e, uzmimo da je §, = 1/n i neka su z, odgovarajuce tacke cije
smo postojanje utvrdili. Tada je {x,} niz koji konvergira ka a, ali {f(zn)}
ne konvergira ka a, $to je kontradikcija sa pretpostavkom. Dakle, mora biti
;irr}l flxy=A. O

Teorema 3.2 moze se uzeti i za definiciju grani¢ne vrednosti funkcije. To je
tzv. HEINEova definicija. Ona se, pored drugih primena, koristi kod odredivanja
grani¢nih vrednosti nizova, $to ¢emo pokazati na primerima.

Primer 39. Neka je y, = nsin %7 n=1,2,.... Ako uvedemo oznake f(z) =
sinz/z i , = 1/n, imamo da je y, = f(z,). Kako je limz, = 01i lim0 flz) =1,
zakljucujemo da je

limy, = lim f(z,) = lin}) flz)=1.

Primer 40. Ako je funkcija f neprekidna u tacki a i ako je limz,, = a, onda iz
teoreme 3.2 proizilazi da je lim f(z,,) = f(a). Na primer, ako je x,, = n'/", imamo
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da je
. . logn , 1
limlog z,, = lim —— = lim (log(n + 1) —logn) =limlog (1 — — ) =0,
n n

gde smo koristili STOLZovu teoremu i neprekidnost funkcije z +— log z. Dalje, zbog
neprekidnosti funkcije x — e* nalazimo da je

lim z,, = lim '8 %n = elimlogzn — 0 —

Uopste, na slican nacin mogu se odrediti grani¢ne vrednosti nizova tipa 1°°,
00? ili 0%, po Semi
: Yn _ Jlimy, logz,
lim g¥n = ™9 .
Ovu tehniku smo veé koristili u zadacima iz nizova (zadatak 162 na strani 78 i
zadaci iza njega).

Primer 41. Ako je limz, = a > 0 i limy, = b, dokazati da je lim z¥» = a°.

Resenge. S obzirom na neprekidnost logaritamske funkcije, imamo da je
lim yr, log £, = bloga,
pa je
lim xy" = elimyn log zp, _ ebloga _ ab.

Isti rezultat vazi i ako je a = 400 ili b = o0 (objasniti zasto).

Primer 42. U zadatku 203 na strani 89, dokazano je da je

1\™
lim <1 + —) =e,
Tn

za svaki niz {z,} takav da je lim x,, = +00. Primenom teoreme 3.2, zaklju¢ujemo
da je
1 xr
(5) lim <1 + —) =e.
r—+o0 x

Uvodenjem smene y = 1/z, imamo da y — 0 i (5) postaje

(6) lim (1 +2)Y/% =e.

x—0

Jednakosti (5) i (6) koriste se u zadacima, a mogu se uzeti i za definiciju broja

Primer 43. Neka je niz {x,} definisan rekurentnom relacijom
(7) x1 = a, Tpy1 = f(xn), n=1,2,...

gde je f neprekidna funkcija. Ako je dati niz konvergentan, limz,, = ¢ € R, tada iz
rekurentne relacije, pustanjem da n — 400, dobijamo da je ¢ = f(c). Iz toga izlazi
da niz definisan sa (7) moze biti konvergentan jedino ako funkcija f ima nepokretnu
tacku (ili vise njih), i tada je limes tog niza jednak jednoj od nepokretnih tacaka
funkcije f.
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Ako funkcija f nije neprekidna, ovakav zaklju¢ak ne moze se izvesti. Na primer,
neka je f(z) = 2% za @ # 01 f(0) = 1; tada niz definisan sa (7), sa z1 = 3,
konvergira ka nuli (videti i zadatak 224), a to nije nepokretna tacka funkcije f.

Primer 44. Svaka neprekidna funkcija odredena je svojim vrednostima u
racionalnim brojevima. Zaista, ako je funkcija f neprekidna u iracionalnoj tacki
a, onda je

fla) = Tim_f(an),
n—-+4oo

gde je {a,} proizvoljan niz racionalnih brojeva koji konvergira ka a i koji pripada
domenu funkcije. O

Zahvaljujuéi teoremi 3.2, mnoge osobine koje su u vezi sa konvergencijom
funkcija mogu se dokazati preko odgovarajué¢ih osobina nizova. Sve osobine nave-
dene u teoremi 2.4 na strani 49, u teoremi 2.7 na strani 51 kao i u teoremi 2.9 na
strani 53, vaze u analognom obliku i za grani¢ne vrednosti funkcija. Ovde ih samo
navodimo bez dokaza.

Teorema 3.3. v/ Ako je f(z) = c € R za svako x u nekoj okolini tacke a,
tada je lim f(z) = c.
v/ Neka jemTi?n f(z) = A, limg(x) = B (A,B € R) i neka su o, B i
proizvoljﬁi_) ﬂealni bmjevi.x?gda vazi:
lim (0 f(«) + Bg(x)) = 0A + BB, lm (f(x)+7) = A+~

i _an pd@) A :
alclirzf(x)g(x)—AB, ilgém—ﬁ ako B#0ig(x)#0 .
v/ Ako je ilirz flz)=A€R zigr}lg(x) = 400, tada je
lin (£(2) + 9(a)) = o0, lim f(ogle) =sgnd o0 (420), T T o

v/ Ako je lim f(x) = 0 i ako je f(x) > 0 u nekoj okolini tacke a, tada je

v/ Ako je lim f(z) = A > p(< p), tada postoji §-okolina tacke a takva da

je f(z) > p(< p) za svako x u toj okolini.
v/ Ako postoji lim f(x) = A i ako je f(x) > p(< p) u nekoj okolini tacke
r—a
a, onda je A > p.

I kod funkcija mogu da se definisu limes inferior i limes superior, slicno kao kod
nizova.

Limes inferior funkcije f kad * — a je najmanja grani¢na vrednost niza
{f(zn)} po svim nizovima {z,,} koji konvergiraju ka a. Analogno, limes superior
je najveCa takva grani¢na vrednost. Za ove grani¢ne vrednosti koristimo oznake

liminf f(x) ili lim f(x), odnosno limsup f(z) ili lim f(z).
r—a r—a r—a

r—a
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Na primer, za funkciju f(z) = sin(1/z) imamo da je limi(r)lf f(z) = =1 (na
primer, preko niza x, = 1/(—7n/2 + 2nx)) , dok je limsup f(z) = 1 (preko niza

x—0
yn = 1/(m/2 + 2n7)).
Za razliku od limesa, limes inferior i limes superior uvek postoje (ali ne moraju
biti kona¢ni). Vazi sledeca teorema.

Teorema 3.4. Funkcija f ima graniénu vrednost A kad x — a ako i samo ako
je
liminf f(x) = limsup f(z) = A.

r—a T—a

oo strana 119, zadaci 231-302

3.2. Osobine neprekidnih funkcija

3.2.1. Teorema o meduvrednostima i metod polovljenja intervala

Ako je temperatura vazduha u 6 sati izjutra bila —1°C, a u 12 sati +3°C, onda je
sigurno postojao neki vremenski trenutak izmedu 6 i 12 sati u kome je temperatura
bila 0°C. To je izvesno zbog toga $to je temperatura, kao i sve makrofizicke veli¢ine,
neprekidna funkcija vremena: ne moze se menjati u skokovima. Da neprekidna
funkcija na [a, b] mora uzimati sve vrednosti izmedu f(a) i f(b), postaje potpuno
jasno ako se nacrta grafik. Ali, s obzirom da se u matematici mogu definisati i
takve neprekidne funkcije ¢iji se grafik ne moze nacrtati, ovu osobinu ¢emo striktno
formulisati i dokazati u slede¢oj teoremi.

Teorema 3.5. Neka je funkcija f definisana i neprekidna na segmentu [a,b],
a < b inekaje f(a)f(b) < 0. Tada postoji tacka c € (a,b) takva da je f(c) = 0.

Dokaz. e Dokaz je slican dokazu BOLZANO-WEIERSTRASSovog stava i isto je zasnovan
na teoremi o umetnutim intervalima.
e Neka je, na primer, f(a) < 01 f(b) > 0; stavimo a1 = a i by = b. Neka je &1
sredidnja tacka segmenta [a, b].
e Ako je f(c1) = 0, dokaz je zavrSen (nasli smo tacku u kojoj je vrednost funkcije
jednaka nuli). U protivnom, ako je f(c1) > 0 stavimo a2 = a1, b2 = c1, a ako je
f(e1) <0, stavimo az = ¢1 1 by = b1.
e Ponavljanjem ovog postupka dobijamo ili neku tacku ¢, u kojoj je f(cn) =0
ili beskonacan niz intervala [an,by] sa f(an) < 01 f(by) > 0. Pretpostavimo
da smo dobili niz ovakvih intervala, poSto u prvom slucaju nemamo sta dalje

da dokazujemo. Jednostavno se pokazuje da [an,bs], n = 1,2,... ¢ine familiju
umetnutih intervala, pa postoji tacka ¢ koja je zajednicka svim intervalima i
takva da je

lima, =limb, = c.
e Kako je f(an) < 0 za svako n, onda je f(c) = lim f(an) < 0; na isti nacin je
f(c) =lim f(bn) > 0, odakle izlazi da je f(c) =0 i dokaz je zavrSen. O

Postupak primenjen u dokazu teoreme 3.5 moze se primeniti i za priblizno
odredivanje tacke ¢, §to se koristi pri numerickom resavanju jednacina.
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Primer 45. Metod polovljenja intervala. Pretpostavimo da treba resiti
jednacinu f(x) = 0, gde je f neprekidna funkcija. Izra¢unavanjem f(z) za razne
vrednosti x ili skiciranjem grafika funkcije f, mozemo da pronademo tacke a i
b (a < b) u kojima funkcija uzima vrednosti razli¢itog znaka. Konstruisimo niz
intervala (an,b,) kao u dokazu teoreme 3.5; neka je {c,} niz njihovih sredisnjih
tacaka. Kako je lima, = limb, = ¢, gde je f(c) = 0, primenom teoreme o dva
zandara zakljuc¢ujemo da je i lime, = c¢. Prema tome, za dovoljno veliko ng,
mozemo uzeti da je ¢,, =~ ¢, tj. da je c,, priblizno reSenje date jednacine. Kao
kriterijum za izbor ny moze posluziti Sirina intervala (a,, b, ); ako je ona manja od
2¢, onda je priblizno reSenje nadeno sa greskom koja je sigurno manja od e.

Kao konkretan primer resi¢éemo jednacinu e™* — x = 0 sa greskom manjom od
0.05. Ako je f(z) = e ® — x, imamo da je f(0) > 0, f(1) < 0, pa se za pocetni
interval moze uzeti [0,1]. Izracunavanjem dobijamo f(0.5) > 0, tako da je sledeéi
interval [0.5,1]. Ponavljanjem postupka dobijamo niz intervala u kojima funkcija
f uzima vrednosti razli¢itog znaka:

[0,1], [0.5,1], [0.5,0.75], [0.5,0.625], [0.5625,0.625] .

Kako je duzina poslednjeg intervala manja od 0.1, uzimamo da je njegova sredisnja
tacka 0.59375 priblizno reSenje date jednacine sa ta¢noséu do 0.05.

Opisani metod je jednostavan i ne zahteva nikakve posebne programske pro-
cedure. Nedostatak metoda polovljenja intervala je relativno spora konvergencija
niza {c,} u odnosu na neke druge metode pribliznog resavanja jednacina. [J

Kao neposredna posledica teoreme 3.5 dobija se sledeée tvrdenje.

Teorema 3.6. Neka je funkcija f definisana i neprekidna na segmentu [a,b]
(a < b) i neka je f(a) # f(b). Tada za svaki realan broj y izmedu f(a) i f(b)
postoji neko x € (a,b) tako da jey = f(x). Drugim recima, neprekidna funkcija
na segmentu [a,b] dostize sve meduvrednosti izmedu f(a) i f(b).

Dokaz. Neka je f neprekidna funkcija na [a, b], pri ¢emu je f(a) # f(b). Za proizvoljno
fiksirano y izmedu f(a) i f(b) definisimo F(z) = f(x) — y. Funkcija F je
neprekidna na [a,b] i F'(a)F(b) < 0, pa na osnovu teoreme 3.5, postoji € (a, b)
za koje je F(z) =0, odnosno f(z) =y. O

Sledeéa osobina neprekidnih funkcija vezana je za egzistenciju inverzne funkcije.

Teorema 3.7. Neka je funkcija f monotono rastucéa i neprekidna na seg-
mentu [a,b]. Tada funkcija f ima inverznu funkciju f=1 koja preslikava segment
[f(a), f(b)] na segment [a,b]. Funkcija f~! je neprekidna i monotono rastuca.

Analogno tvrdenje vazi za sluc¢aj kada je f monotono opadajuca i neprekidna,
kao i kada je interval beskonacan, tj. oblika [a,+00), (—o0,b] ili (—o0, +00).

Dokaz. e Neka je f monotono rastuéa i neprekidna funkcija na [a, b].
e Prema teoremi 3.6, za svako y € [f(a), f(b)] postoji neko z € [a, b] tako da je
f(z) =y. To znaci da je f([a,b]) = [f(a), f(D)].
e Neka su z1 i xo razliciti brojevi iz [a, b], na primer z1 < x2. Zbog monotonosti
funkcije f imamo da su i slike razlicite: f(z1) < f(z2).



