Glava 2

Granicni procesi

Cela matematicka analiza je zasnovana na pojmu grani¢ne vrednosti. U ovoj glavi
proucavamo grani¢ne procese na skupu realnih brojeva, a zatim i u proizvoljnim
metrickim prostorima i ukazujemo na neke primene.
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26 Glava 2. Grani¢ni procesi

2.1 Realni nizovi

2.1.1 Definicija i osnovni pojmovi

Definicija 2.1 Svako preslikavanje skupa prirodnih brojeva u skup R nazivamo
realnim nizom. Broj koji se ovim preslikavanjem dodeljuje prirodnom broju n
oznacava se Sa T, n, itd 1 zove se n-ti €lan niza ili n-ti element niza; prirodan
broj n je indeks ¢lana x,,. Ako je specificirana zavisnost x,, od n, onda se x,
naziva opStim ¢lanom niza. Za niz {x,} ¢iji su ¢lanovi z1, ..., x,, ... koristi se
oznaka {xp tnen ili samo {x,}.

Na slican na¢in mogu se definisati i nizovi kompleksnih brojeva, nizovi funkcija
ili, uopste, nizovi elemenata proizvoljnog skupa. U ovom odeljku posmatramo samo
realne nizove.

Primer 7. Niz 1,2,3,...,n,n+1,... je niz prirodnih brojeva. Niz 2,4,6,... je niz
parnih brojeva.

Niz je odreden svojim opstim ¢lanom. Na primer, ako je opsti ¢lan niza definisan
sa Ty = %, time je odreden niz 1, %, %, .

Za odredivanje niza nije neophodno da postoji formula kojom se eksplicitno
odreduje z,, u zavisnosti od n. Na primer, ako je z,, n-ti po redu prost broj, niz
{z,} je korektno definisan, iako ne postoji formula kojom bismo za dato n nasli
T,. Niz cifara broja 7 je takode korektno definisan niz, iako ne postoji formula
koja povezuje n sa x,.

Kona¢éno mnogo prvih ¢lanova niza nije dovoljno za jednozna¢no odredivanje
niza. Na primer, ako je dato prvih 10 ¢lanova

0,1,3,6,10, 15,21, 28, 36, 45,

pravilo po kome su ovi ¢lanovi konstruisani moze, ali naravno ne mora da vazi i
dalje. O

U matematickoj analizi proucava se ponaSanje ¢lanova niza kada njihov indeks
neograni¢eno raste (,tezi ka beskonacnosti”). Ova, naizgled jednostavna prob-
lematika je fundamentalna za proucavanje osobina realnih i kompleksnih brojeva,
skupova i funkcija, a ima i veliki broj neposrednih primena.

Ideja je da se proucava ,gomilanje” ¢lanova niza oko neke vrednosti. Na primer,
(_

n" . . e .
) } ,gomilaju se” oko nule, odnosno sve su blizi nuli

n
ukoliko je n veée. Za ¢lanove niza Ciji je opsti ¢lan x,, = # ne bismo mogli

da tvrdimo da su sve blizi nuli kada se n povecava, jer je, na primer,

¢lanovi nizova {1} ili {

1 < 3
2n—1 2n

0< Toan—1 = = T2n,
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pa je 2n-ti ¢lan niza na veCem rastojanju od nule nego prethodni ¢lan. Medutim,
ipak i ovde postoji neko ,,gomilanje” oko nule, $to se vidi ako se izracuna jedan
broj prvih ¢lanova niza. Naime, ma koliko mali pozitivan broj e uzeli, svi ¢lanovi
niza pocevsi od nekog bi¢e manji od €. To se moze i dokazati ako se uoci da je

3
r, < — zasvakon € N,
n

pa je, oCigledno, z,, < € za svako n > 3/e.

Uocena osobina da su za svako € > 0 svi ¢lanovi niza pocevsi od nekog indeksa
no na rastojanju manjem od € od tacke oko koje se ,,gomilaju” uzima se za definiciju
pojma konvergencije.

Definicija 2.2 Kazemo da je realan broj a grani¢na vrednost ili limes niza
{x,} 1 piSemo lim =z, =a ili , — a ako
n—-+400

(1) (Ve > 0)(3ng € N)(¥Yn > ng) |z, —al <e.

Cesto ¢emo umesto lim x, pisati samo limx,. Ako je limzx, = a, kazemo da
n—-+oo

niz {x,} konvergira ka a ili da tezi ka a kad n tezi ka beskonacnosti.

Ako postoji neko a € R takvo da je lim =z, = a, kazemo da je niz konvergen-

n—-+oo

tan.

Videéemo kasnije da je moguée utvrditi da je niz konvergentan, a da pri tome
ne znamo njegovu graniénu vrednost. Za sada, jedini nacin da odredimo grani¢nu
vrednost niza je da pretpostavimo (izra¢unavanjem prvih nekoliko ¢lanova ili na
drugi nac¢in) da je limz, = a, za neko konkretno a, a zatim da to i dokazemo
proveravajuéi uslov iz definicije.

24 (—1)"

Primer 8. U tekstu pre definicije 2.2 dokazali smo da je lim = 0.

Na sli¢can na¢in pokazuje se da je i

lim— =0, lim
n
Dokazimo, na primer, prvu relaciju. Neka je dato € > 0. Nejednakost % < e
ekvivalentna je sa n > 1/e, pa ako stavimo ng = [1/¢] + 1, formalni uslov iz
definicije 2.2 bice ispunjen: za svako dato € > 0 postoji ng takvo da za svako
n >ng vazidaje |z, — 0| <e. O

Postoji vise ekvivalentnih oblika uslova (1). Na primer, o¢igledno je da je (1)
ekvivalentno sa

(Ve > 0)(Ing e N)(Vn € N) n>ng = |z, —a| <e.
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Dalje, znak > u (1) moze se zameniti sa >, a znak < sa <. Pored toga, umesto
»(ng € N)(Vn > ng)” moze se staviti ,,(Jyg € R)(Vn > yo)”. Ova tvrdenja je
jednostavno dokazati.

Primer 9. Neka je z,, = 2'/". Da bismo stekli predstavu o ponasanju ovog niza,
izracunajmo prvih nekoliko ¢lanova:

ol =2 2M/2 =141, 2'/3 =126, 2"/* =119, ..., 2"/10=107,...

Odavde se moze pretpostaviti da je limz, = 1. Dokazimo to. Kako je 2V/" > 1
za svako n, imamo da je nejednakost |21/” — 1| < € ekvivalentna sa 21U/ < 14,
odnosno, posle logaritmovanja, n > log2/log(1l + €). To znaci da za svako € > 0
postoji yo = log 2/ log(1+¢) takvo da je za n > yp ispunjena nejednakost |z, — 1| <
€, paje limz, = 1.

Na isti na¢in se pokazuje da je lima'/" =1 za svako a > 0. O

Definicija 2.2 postaje jasnija ako se uvedu dva nova pojma.

Definicija 2.3 Otvoreni interval (a—e, a+¢) duzine 2¢ sa centrom u tackia € R
nazivamo e-okolinom tacke a. Pod pojmom okolina tacke a podrazumevamo
svaki otvoreni interval koji sadrzi tacku a.

Definicija 2.4 KazZemo da skoro svi ¢lanovi niza imaju neku osobinu P ako
postoji ng tako da svako x, za n > ng ima osobinu P.

Drugim rec¢ima, skoro svi ¢lanovi niza imaju osobinu P ako je imaju svi ¢lanovi
niza pocevsi od nekog indeksa, ili, sto je isto, ako tu osobinu imaju svi ¢lanovi
niza osim njih kona¢no mnogo.

Uvedeni termin ¢emo koristiti i u kontekstu kao sto je ,,skoro svi prirodni brojevi”,
,skoro svaki indeks niza” i sl.

Nejednakost |z, — a| < € ekvivalentna je sa z, € (a — €,a + €), pa se definicija
2.2 moze iskazati i na sledeé¢i nacin.

Definicija 2.5 Ekvivalentna definicija konvergencije niza. Kazemo da niz
{z,} konvergira ka a € R ako se u svakoj okolini tacke a nalaze skoro svi ¢lanovi
niza.

Kako svaka okolina (tj. otvoreni interval koji sadrzi tacku a) sadrzi neku e-
okolinu i obrnuto, svaka e-okolina je okolina, zaklju¢ujemo, polaze¢i od definicije
2.5, da je niz konvergentan ako i samo ako se u svakoj e-okolini nalaze skoro svi
¢lanovi niza.
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Nije tesko videti da ako skoro svi ¢lanovi niza {x,} imaju neku osobinu, onda
tu osobinu imaju i skoro svi ¢lanovi niza {x,y1}, za fiksirano k. Prema tome, za
fiksirano k, nizovi

X1, T2, X3y 1 Tpi1,Tpt2, Tht3 - - -

su ekvivalentni sa gledista konvergencije, tj. ako jedan od njih konvergira ka nekom
broju a, to isto vazi i za drugi niz. Dakle, ako je iz nekog razloga to lakse, konver-
genciju niza mozemo ustanoviti za niz {z,y5} ili {4100} 1 sl., a zatim na osnovu
toga zakljuciti da i niz {z, } konvergira.

Ako se skoro svi ¢lanovi niza nalaze u nekoj €p-okolini tacke a, onda to isto vazi
i za svaku e-okolinu, za ¢ > g¢. Iz ovoga zaklju¢ujemo da je uslov definicije 2.2 ili
ekvivelentne definicije 2.5 dovoljno proveriti za malo €, odnosno za 0 < € < &y,
gde je g9 proizvoljan pozitivan broj.

Primer 10. Niz {(—1)"} nije konvergentan. Zaista, pretpostavimo suprotno, tj.
da postoji neko a € R takvo da je lim(—1)" = a. Kako su svi ¢lanovi datog niza
jednaki ili —1ili 1, to znaci da se oba ova broja nalaze u proizvoljnoj e-okolini broja
a. To nije moguée za € < 1/2, jer brojevi —1 i 1 ne mogu pripadati istom intervalu
duzine manje od 1. Dakle, pretpostavka nije ta¢na i niz nije konvergentan. 0O

Teorema 2.1 Niz {x,,} konvergira ka a ako i samo ako
(2) (3C € R)(Ve > 0)(3ng)(Vn > ng) |xn — a] < Ce.

Dokaz. Ako je limz,, = a, tada se (2) (sa C = 1) dobija iz definicije 2.2.

Obrnuto, ako vazi (2) onda se za svako € > 0 skoro svi ¢lanovi niza nalaze u
Ce-okolini broja a; zbog toga sto je & proizvoljno, ovo je ekvivalentno sa tvrdenjem
da se u svakoj okolini broja a nalaze skoro svi ¢lanovi niza, pa on, prema definiciji
2.5, konvergira ka a. O

Teoremu 2.1 ¢emo veoma ¢esto primenjivati, uglavnom u situacijama kada je
lakse pokazati da je, na primer, |z, — a|] < 2¢ nego da je |z, — a| < e. Naglasimo
da broj C koji se pojavljuje u (2) ne sme da zavisi od €.

2.1.2 Osobine konvergentnih nizova

Prva osobina koju ¢emo dokazati je jedinstvenost grani¢ne vrednosti.

Teorema 2.2 Niz ne moze imati vise od jedne grani¢ne vrednosti.

Dokaz. Pretpostavimo da je limx,, = ailimz, = b. Ako je a # b, onda postoji
neko € > 0 takvo da e-okoline brojeva a i b nemaju zajednickih elemenata (moze
se uzeti € = |a — b|/2, na primer). Iz definicije sleduje da se svi ¢lanovi niza {x,}

&
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sa indeksom veéim od nekog n; nalaze u e-okolini broja a. Isto tako, svi ¢lanovi
niza sa indeksom veéim od nekog ns nalaze se u e-okolini broja b. To znaci da se
svi ¢lanovi niza sa indeksom koji je veéi i od n; i od ns nalaze u obe okoline, to
je nemoguce, jer smo ¢ izabrali tako da one nemaju zajednickih elemenata. Prema
tome, nemoguce je da je a #b. O

Za niz {z,} kazemo da je ograni€en niz ako je skup svih elemenata tog niza
ogranicen, tj. ako postoji neki realan broj M > 0 takav da je |z,| < M za svako
n € N.

Teorema 2.3 Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Dokaz. Neka je limz, = a € R. Uzmimo proizvoljno € > 0, na primer € = 1.
Pocevsi od nekog indeksa ng, svi ¢lanovi niza {x, } pripadaju intervalu (a—1,a+1).
Neka je mi najmanji, a M; najveéi od preostalih elemenata niza. Defini§imo

m =min(a—1,m;), M =max(a+1,M).

Sada je ocigledno da za svako n € N vazi m < x,, < M, iz Cega sleduje da je niz
ogranicen. 0O

OgraniCenost niza je, prema teoremi 2.3, potreban uslov konvergencije. To nije
i dovoljan uslov; na primer, niz {(—1)"} je ogranicen ali nije konvergentan.

Sledeca teorema pokazuje da se sa limesom moze proc¢i kroz osnovne operacije.
Dokaz ove teoreme je veoma instruktivan, jer ilustruje primenu nejednakosti trougla,
§to je osnovna ideja i u dokazivanju mnogih drugih teorema. Ideja se sastoji u
slede¢em: Ako znamo da je |a —b| < eidaje |b—c| <e¢, tada iz

la—c|=la—b+b—c|<|la—0b+1]b—¢|

zaklju¢ujemo da je |a — ¢| < 2e.
I ostale ideje iz ovog dokaza ée se Cesto kasnije ponavljati.

Teorema 2.4 (i) Ako je z, = ¢ € R za skoro svako n, tada je limz, = c.
(ii) Neka je limz, = z, limy, =y (z,y € R) I neka su a,b, c proizvoljni realni
brojevi. Tada vazi:

lim (az,, + by,) = ax + by, lim (z, +c¢) =2+,

limz,y, = zy; limx—nzfakoy#Oiyn#OzanEN.
Y

n
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Dokaz. Tvrdenje (i) je posledica ¢injenice da se broj ¢ nalazi u svakoj svojoj
okolini.

Dokazimo prvo tvrdenje u (ii). Neka je limz, = z i limy, = y. Fiksirajmo
proizvoljno £ > 0. Pocevsi od nekog indeksa, nazovimo ga ni, svi ¢lanovi niza {z,, }
nalaze se u e-okolini broja z. Isto tako, pocevsi od nekog indeksa nq, svi ¢lanovi
niza {y,} nalaze se u e-okolini broja y. Neka je ng = max(ni,n2). Tada su, za
svako n > ng ispunjene obe nejednakosti

|zn — x| <e 1 |yn —y| <e,
pa iz nejednakosti trougla sleduje da je, za n > ng
|azy+byn—(az+by)| = |(azn—az)+(byn—by)| < |al-lzn—z|+b]-[yn—y| < (lal+[b])e.

Primenom teoreme 2.1, zaklju¢ujemo da je lim (az,, + by, ) = ax + by.

Drugo tvrdenje u (ii) je posledica dokazanog, jer ako stavimo da je y, = ¢ za
svako n, tada na osnovu (i) imamo da je limy,, = ¢, pa je lim(z, +¢) =z + ¢

Dokazimo sada treée tvrdenje u (ii). Neka jelimx, = 2 ilimy, = y. Fiksirajmo
proizvoljno € > 0.

Primenom nejednakosti trougla imamo da je

3)  Nznyn — 2y| = |Tnyn — TYn + 2yn — zy| < |yn| - |20 — x| + 2| - [y — Y-

Prema teoremi 2.3, postoji realan broj M > 0 takav da je |y,| < M za svako
n € N. Dalje, isto kao u dokazu prvog tvrdenja u (ii), postoji ng takvo da zan > ng
vaze nejednakosti |z, —z| < €1 |y, — y| < €. Sada, na osnovu (3), zaklju¢ujemo da
za, svako n > ng vazi nejednakost

|xnyn - xy| < (M + |:L‘|)€

i tvrdenje je dokazano.
Na kraju, dokazimo ¢etvrto tvrdenje u (ii). Neka je limz, =z ilimy, =y, gde
je y # 0. Primenom nejednakosti trougla imamo da je

Tn T _ | TnY T YnT |zny — zy| + |2y — Yn|
Yn Y yny | T Ynl - [yl

4 _|y\|xn—x|+|x|\yn—y\

(4) = .

Za proizvoljno € > 0 postoji ng takvo da je |z, — x| < e i |y, — y| < € za svako
n > ng. Prema tome, brojilac poslednjeg razlomka u (4) je manji od (|z| + |y|)e.

Kako je y # 0, postoji neko 6 > 0 takvo da interval (—4, ) nema zajednickih
tacaka sa intervalom (y—4,y+¢) (na primer, moze se uzeti 6 = |y|/2). U intervalu
(y — 0,y + 9) nalaze se svi ¢lanovi niza {y,} pocevsi od nekog indeksa ni, pa je
|yn| > 0 za n > ny i imenilac poslednjeg razlomka u (4) je veéi od d|yl.

Dakle, ako je n > max (ng,n1) imamo da je
Ty T

Yn Y

< el
Syl
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pri éemu ¢ ne zavisi od . Ovim je dokazano da je lim(z, /y,) = z/y. O

Iz dokazane teoreme jednostavno se moze dobiti teorema 2.2 o jedinstvenosti
granic¢ne vrednosti. Naime, ako pretpostavimo da je lim z,, = a i lim z,, = b, imamo
da je 0 =lim0 = lim (x,, — 2,) = a — b, pa je a = b.

Posebnu ulogu medu konvergentnim nizovima imaju nizovi koji konvergiraju ka
nuli — tzv. nula-nizovi. Zapravo, proucavanje konvergentnih nizova moze se svesti
na proucavanje samo nula-nizova, jer vazi

Teorema 2.5 Niz {z,} konvergira ka a € R ako i samo ako niz {x, —a} konvergira
ka nuli.

Dokaz. Neka je lim z,, = a. Na osnovu teoreme 2.4 imamo da je lim (z, —a) =
limz, —a = 0. Obrnuto, neka je lim (x,, — a) = 0. Tada je lim (z, —a + a) =
lim(z, — a) + @ = a, pa niz {z,} konvergira ka a. O

Ako se nula-niz pomnozi ograni¢enim nizom, dobijeni niz je ponovo nula-niz.
To tvrdi sledeca teorema.

Teorema 2.6 Neka je {x,} nula-niz i neka je {y,} proizvoljan ogranicen niz (koji
ne mora biti konvergentan). Definisimo z, = Tpyn, n = 1,2,.... Tada je {z,}
nula-niz.

Dokaz. Kako je {y,} ograni¢en niz, postoji realan broj M > 0 takav da je
|yn| < M za svako n. Iz konvergencije niza {x,} ka nuli sleduje da za svako ¢ > 0
postoji ng takvo da za n > ng vazi nejednakost |z, | < €. Prema tome, za n > ng

imamo da je |z,| = |zy| - |yn| < Me iniz {z,} konvergira ka nuli na osnovu teoreme
2.1.

. . sinn . . . . 1 .
Primer 11. Neka je z, = . Kako je {sinn} ograni¢en niz, a - nula-niz,

primenom teoreme 2.6 zaklju¢ujemo da je limz, =0. O

Sledeca teorema odnosi se na prolaz limesom kroz relaciju poretka.

Teorema 2.7 (i) Ako je limz, = a > p (< p), tada je x, > p (< p) za skoro
svako n.

(ii) Ako je niz {x,} konvergentan i ako je x,, > p (< p) za skoro svako n, onda je
limz, >p (< p).

Dokaz. (i) Neka je limz,, = a i neka je a > p. Uzmimo da je e = (a —p)/2. Svi
brojevi koji se nalaze u e-okolini broja a su veéi od p, a skoro svi ¢lanovi niza {x,, }
se nalaze u ovoj okolini. Ovim je tvrdenje dokazano. Drugi deo (za slucaj a < p)
dokazuje se analogno.
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(ii) Neka je lim x,, = a i neka je :, > p za skoro svako n. Ako bi bilo a < p, tada
bi iz dokazanog pod (i) imali da je z, < p za skoro svako n, a to je kontradikcija
sa pretpostavkom da je x, > p za skoro svako n. Dakle, mora biti a > p, $to je i
trebalo dokazati. Ako je z,, < p, dokaz je analogan. O

Iz teoreme 2.7 izlazi da ako je je limx, > 0, tada su skoro svi ¢lanovi niza
{z,} pozitivni. Ako su svi ¢lanovi konvergentnog niza pozitivni, onda je grani¢na
vrednost niza nenegativna.

Iz x, > p ne moze se zakljuciti da je limz, > p. Na primer, iako je 1/n > 0
za svako n, ipak je limz,, = 0.

Teorema 2.8 Ako svi ¢lanovi konvergentnog niza {x,} pripadaju segmentu [a, b],
tada i limz,, € [a,b].

Dokaz. Neka je limx,, = z i neka x,, € [a, b] za skoro svako n. To znali da za
skoro svako n vazi da je z, > a i x, < b; na osnovu teoreme 2.7 zaklju¢ujemo da
jex >aix <b, odnosno = € [a,b].

2.1.3 Beskonac¢ne granic¢ne vrednosti

Posmatrajmo nizove z,, = n?, y, = n+sinn, z, = (=1)"n+n+ % Sva tri niza su
neogranic¢ena, prema tome, nijedan od njih nije konvergentan. Medutim, dok treci
niz sadrzi i velike (sa parnim indeksom) i male ¢lanove (sa neparnim), prva dva
niza imaju osobinu da je samo kona¢no mnogo njihovih ¢lanova manje od svakog,
bilo kako velikog broja.

Definicija 2.6 Kazemo da niz {z,} ima granicnu vrednost +oco, u oznaci
limz, = 400 ako su, za svako dato K > 0, skoro svi ¢lanovi niza ve¢i od K,
tj.

(VK > 0)(3no € N)(Vn > ng) =z, > K.
Kazemo da niz {x,,} ima graniénu vrednost —oo, u oznaci limx,, = —oo ako su,
za svako K > 0, skoro svi ¢lanovi niza manji od —K, odnosno

(VK > 0)(3Ing € N)(Vn > ng) =, < —K.

U ovim sluc¢ajevima kaze se i da je niz odredeno divergentan ili da divergira
ka beskonaénosti.

Definicija 2.6 postaje analogna definiciji 2.5, ako se uvede pojam okoline bes-
konaénosti. Pod okolinom tacke +00 podrazumevamo interval (K, +00), a okolina
tacke —oo je interval (—oo, —K), za proizvoljno K € R.

Sada mozemo re¢i da niz konvergira ka +o0o ako i samo ako se u svakoj okolini
tacke +oo nalaze skoro svi ¢lanovi niza.
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Ocigledno je lim z, = —oo ako i samo ako je lim (—x,,) = 4o0.

Svaki realni niz spada u jednu od tri kategorije:

e Konvergira ka nekom realnom broju a (konvergentan niz),
e Konvergira ka +o0o (odredeno divergentan niz),

e Nema ni konaénu ni beskona¢nu grani¢nu vrednost (neodredeno divergentan
niz).

Primer 12. Za koje vrednosti ¢ € R je konvergentan geometrijski niz {¢"}?
ResSenje. Ako je ¢ = 1, svi ¢lanovi datog niza su jednaki 1, pa je i lim g™ = 1.
Za ¢ = —1 imamo niz (—1)" za koji znamo da nema grani¢nu vrednost.
Za |q| < 1, niz tezi nuli, 8to je jasno ako se posmatra niz za, na primer, ¢ = 1/2:

L

11 1
4787167 3277

N | =

Da bismo to i dokazali, uo¢imo da je

loge
log |q|’

" <& <= |q|" <e < nloglg| <loge < n >

gde je u poslednjoj nejednakosti promenjen smer zbog log|g| < 0. Prema tome,
ako je n > loge/logq onda je |¢|™ < ¢, pa je lim |g|™ = 0.

Ako je ¢ > 1 dati niz bekonacno raste. Nejednakost ¢ > K ekvivalentna je sa
n > log K/ log g, pa je lim ¢" = 4o0.

Za q < —1, ¢lanovi niza sa parnim indeksom su pozitivni, a sa neparnim indek-
som su negativni, a svi ¢lanovi po apsolutnoj vrednosti beskonacno rastu. Prema
tome, niz u ovom slu¢aju nema grani¢nu vrednost.

Iz navedenog proizilazi da je niz konvergentan za ¢ € (—1,1]. O

Sledeca teorema se lako dokazuje, ali je vazna zbog primena.

Teorema 2.9 Ako jelimz,, =z € R ilimy, = +o0o, tada je
lim (2, + yn) = 400, limz,y, =sgnz-oo (z #0), lim In _o.
Yn
- . . . e |
Ako je limz,, = 0 i ako su skoro svi ¢lanovi niza {x,} pozitivni, tada je lim — =

Tn
—+00.
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U nekim slucajevima kombinacije dva niza, rezultat se ne moze unapred odrediti
kao u sluc¢ajevima opisanim u teoremi 2.9. Tada kazemo da je grani¢na vrednost
neodredena ili neodredenog tipa. To ne znaci da ova grani¢na vrednost ne
postoji, ve¢ samo da se ne moze unapred odrediti primenom pravila poput onih
koja su navedena u teoremi 2.9.

Na primer, ako je lim z,, = limy,, = +00, niz {x, /y,} moze biti konvergentan ili
divergentan. Ovo je tzv. neodredenost tipa oo/co. U svakom konkretnom slucaju,
primenom nekih transformacija, odredujemo grani¢nu vrednost datog izraza.

3n2+2n+5

Primer 13. Izraz z,, = je neodredenost tipa co/oo, jer i brojilac i

2n2 —n+1
imenilac konvergiraju ka +o0o. Deljenjem brojioca i imenioca sa n? dobijamo da je
342+ 5
Tn =571 1
“n Tz

Odavde, primenom pravila navedenih u teoremi 2.4 na strani 30, nalazimo da je
limz, =3/2. O

Postoji sedam tipova neodredenosti.

Neodredeni su izrazi tipa

00
—, =, 0-00, 0o —o00, 1, oc?, 0°.
oo 0

U slede¢em odeljku dajemo dve teoreme koje se primenjuju za odredivanje
grani¢nih vrednosti neodredenog tipa.

2.1.4 Dve teoreme o nizovima

Teorema 2.10 Teorema o dva zandara. Neka su {y,} i {z,} nizovi za koje
je limy, =limz, = ¢, gde je c € R . Ako za skoro svako n vaze nejednakosti

y’n S xn S ZTL’

tada i niz {x, } ima grani¢nu vrednost i vazi da je lim x,, = c.

Dokaz. Neka je limy, = lim z,, = c¢. Pretpostavimo najpre da je ¢ € R. Tada
za fiksirano € > 0 postoji n; takvo da se svi ¢lanovi niza {y,} za n > n; nalaze u
e-okolini broja ¢ i postoji ny takvo da se svi ¢lanovi niza {z,} nalaze u istoj okolini.
Dakle, za n veée i od nj i od ns (formalno, za n > max (n1, ns)), ¢lanovi oba niza
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pripadaju intervalu (¢ — e,c + £). Pocevsi od nekog n3 vazi da je y, < 2, < zp;
dakle, za n > ng = max (nq, ne, n3) imamo da je

c—e<yp, <z, <z, <cCcHeg,

pa se, prema tome, svi ¢lanovi niza {x,} sa n > ng nalaze u e-okolini broja ¢, §to
znadi da je limz,, = c.

Ako je ¢ = 400, potrebna nam je samo nejednakost y, < x,. Zaista, zbog
limy, = 400, za svako K > 0 postoji n; takvo da je y, > K za n > ny. Ako je
ZTp > Yn Za N > ng, onda za n > ng = max (n1,ne) vazi da je z, >y, > K, odakle
izlazi da je lim x,, = +00. Slu¢aj ¢ = —oo dokazuje se analogno. O

Teorema 2.10 je samo uvod u razne metode poredenja veli¢ina koje teze istoj
grani¢noj vrednosti, koje ¢emo kasnije detaljno obradivati. Ona se ¢esto primenjuje
sa y, = cili z,, = c za svako n.

Svoj popularni naziv ova teorema je dobila po tome §to nizovi {y,} i {z,}
»sprovode” niz {x,} ka grani¢noj vrednosti c.

log (1 +n
Primer 14. Neka je dat niz {z,}, sa x,, = %—:)
n

Matematickom indukcijom se bez teskoéa dokazuje da je log(1+n) < n za svako
n € N (u stvari, vazi i opstija nejednakost, log(1 +z) < x za svako x > 0). Odavde
je

log(1 1
clogtm) n 14y
1+ n? n? n
Kako je lim 1/n = 0, zaklju¢ujemo, prema teoremi 2.10, da je i lim x,, = 0.

Primer 15. Za a,b > 0 nadi lim V/a™ 4 b™.
Resenje. Pretpostavimo da je a < b. Tada je

" < a4+ b" < 20", odakleje b < Va4 b < 21/,
Kako je lim 2'/™ = 1, imamo da je lim {/a™ + 0" = b = max (a, b).

0

Teorema 2.11 Stolzova teorema. Neka su ispunjeni uslovi:

1° limy, = +o0,
2° niz{y,} je monotono rastuéi, tj. yn+1 > yn za skoro svako n,
Tpi1 — T
3° postoji (konacna ili beskonacna) granicna vrednost lim il ~ gde je

Yn+1 — Yn
{xn} proizvoljan niz.

Tada postoji i lim ., /y,, i vazi jednakost

. X . Tp41 — T
lim 2% — Jjmjp 2+t n

Yn Yn+1 — YUn .
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Dokaz. Neka su ispunjeni uslovi 1°, 2° i 3°. Bez smanjenja opstosti, mozemo
pretpostaviti da je yp411 > yn 1 yn > 0 za svako n. Primetimo da je
Tn — Tp—1

(5) lim 2L Ty

Yn+1 — Yn Yn — Yn—-1

i pretpostavimo najpre da je ova grani¢na vrednost kona¢na; obelezimo je sa a.
Definisimo, iz formalnih razloga, zo = 0 i yg = 0. NapiSimo razliku x, /y, — a
u obliku

n n
Tn, Ye —Yk—1 [ Tk — Thk—1 Tk — Tk—1
— —a= g —a) = g i | ——— —a ],
Yn — yn (yk — Yr-1 ) " ( )

1 Ye = Yr—1

n
gde je trn = (Y — Yk—1)/Yn. Ocigledno je Ztkn =1 za svako n.
k=1
Zbog 3°, za fiksirano € > 0 postoji kg takvo da je

T — Th—1
Yk — Yk—1

—al <e, za k > ko.

Prema tome, za n > kg vazi

x Rl Tp — -

k— Tk—1
S < E thp | — —a|+ ¢ E tin,
Yn 1 Yk Yr—1 k—ko

n n
gde smo koristili ¢injenicu da je tx, > 0. Kako je Ztkn =1, onda je Z ten < 1,

k=1 k=ko
pa je
Tn 1 Rl Tk — Th_1
(6) ——a S*Z(yk*yk—l)ifa +e.
Yn Yn =1 Yk — Yk—1

Poslednja nejednakost vazi za svako n > ky. Kako je kg fiksirano, a limy,, = +o0,
imamo da je

ko—1
. T — Tk—1
lim > (e v ~d =0,
i D e Py
odakle sleduje da je, za dovoljno veliko n, recimo n > ng,
1 Re! Tp — T
kE— Thk—1
— E (Yo —Yp—1) |——— —a| <e.
Yn b1 Yk — Yk—1
x
Sada iz (6) izlazi da je |~ — a| < 2¢ za n > ng, ¢ime je dokaz zavrsen.
Yn
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Pretpostavimo sada da je grani¢na vrednost u (5) beskonacna, na primer +oo i
pretpostavimo (bez smanjenja opstosti) da je (2, — Zn—1)/(Yn —Yn—1) > 0 za svako
Tk — Tk—1

Yk — Yk—1

n. Za fiksirano K > 0 postoji neko kg takvo da je > K za k > ko, pa je

n
n o Y — Yk—1 . Tk — Tk—1
z_: Yn Yk — Yr—1

+K2tkn2KZtkn.

k:ko kko

Z (Y — Yr—1)
yn -1

Kako y,, — 400, za dovoljno veliko n, recimo za n > ng imamo da je

Yk —

n 1 ko—l 1
Ztknzl_ﬁ Z(yk_yk—l)zl—g7
k=ko k=1

pa jea zan > no,
1
x">K(1—> _ K1,
Yn K
iz ¢ega zakljucujemo da je lim x,, /y, = +oo. O

STOLZova teorema koristi se u slucajevima neodredenosti tipa co/oc. Cesto
je lakse naéi lim(x,41 — )/ (Ynt1 — Yn) nego limx, /y,. Citalac koji ima neka
prethodna znanja primeti¢e da je STOLZova teorema analogna L’HOSPITALovom
pravilu, koje se takode veoma mnogo primenjuje za reSavanje limesa kolicnika
funkcija (videti 3.3.5).

Primer 16. Odredimo limn/2". Kako niz {2"} monotono tezi ka +oo, i kako je

.. n+l—n .1
hmm:th—n:O,

uslovi za primenu STOLZove teoreme su ispunjeni, pa je i limn/2" = 0.

2.1.5 Monotoni nizovi

Definicija 2.7 Za niz {x,} kaZzemo da je monotono rastuci (opadajuci, neopada-
Jjudi, nerastuéi) ako za skoro svako n € N vaze redom nejednakosti

Tn+41 > Ty (anrl < Tp, Tn41 Z Lny Tpti S xn)
Za niz koji ima jednu od navedenih osobina kazemo da je monoton niz.

U sledecoj teoremi pojavljuju se pojmovi supremuma i infimuma niza. Pod
supremumom niza podrazumevamo supremum skupa elemenata tog niza:

sup e sup{z, | n € N}.

Infimum niza, inf z,, defini§e se analogno, inf z,, = inf{x,, | n € N}.



2.1. Realni nizovi 39

Teorema 2.12 Svaki monoton niz ima konacnu ili beskona¢nu grani¢nu vrednost.

Ako je niz {x,} monotono neopadajudi, tada je limx, = supz,; za monotono
nerastuéi niz vazi da je lim z,, = inf x,,.

Monoton i ograni¢en niz je konvergentan, tj. ima konacnu grani¢nu vrednost.

Dokaz. U dokazu mozemo, bez smanjenja opstosti, pretpostaviti da je niz
monoton pocevsi od n = 1.

Pretpostavimo da je niz {x,,} monotono neopadajuéi i ograni¢en odozgo. Neka
je supz, = c € R. Tada za svako ¢ > 0 postoji ng, takvo da je x,, > ¢ — . Kako
je {zn} neopadajuéi niz, nejednakost x,, > ¢ — ¢ vazi i za svako n > ng. S druge
strane, kako je ¢ = sup z,, imamo da je z,, < ¢ za svako n. Odavde zaklju¢ujemo
da za n > ng vaze nejednakosti —¢ < x,, — ¢ < 0, tj. |z, —c| < ¢, pa je limz,, = c.
Drugi deo tvrdenja (za monotono nerastuéi niz) dokazuje se analogno.

Posmatrajmo sada niz {x,, } koji je monotono neopadajuéi i neogranic¢en odozgo.
U ovom slu¢aju je supz, = —+oo, pa treba dokazati da je i limzx, = +oco. Iz
neogranicenosti sleduje da za svako K > 0 postoji neko ng takvo da je x,, > K,
a onda iz pretpostavke da je niz monotono neopadajuéi izlazi da je x, > K za
svako n > ng. Prema tome, za svako K > 0 postoji ng takvo da je z,, > K za
n > ng, $to znaci da je limz,, = +o00. U slucaju kada je {x,} monotono nerastuéi
i neogranicen, na slican nacin se pokazuje da je limz,, = —co. O

Iz dokazane teoreme proizilazi postupak za nalazenje grani¢ne vrednosti mono-
tonog i ograni¢enog niza {x,}, koji éemo opisati na jednom primeru.

Primer 17. Niz {z,} definisan je sa

Sr, +4
7 z1 =0, T =— (n=1,2,...
( ) 1 n+1 433n +5 ( ’ )
Ovo je tzv. rekurentna formula ili rekurentna veza. Karakteristi¢no za ovakve
formule je da se sledeéi Clan niza izra¢unava pomocu veé¢ odredenih ¢lanova, u
opstem slucaju, x, = f(p-1,%Tn-2,...,Tn—k). 1z formule (7) moZzemo naéi prvih
nekoliko ¢lanova niza!
0 4 40
x1=0, zo ==, z3=—, ...

! T
Odavde mozemo pretpostaviti da su svi ¢lanovi niza u intervalu (0,1). To sada
nije tesko i dokazati: x, > 0 je otigledno ta¢no (trivijalan dokaz matematickom
indukcijom), dok iz #; < 11i

5x, +4

xn+1<1<:>m<l<:>5xn+4<4xn+5<:>xn<1 (n>1)
Zn,

1U stvari, moze se naéi i opsti ¢lan niza u eksplicitnom obliku, ali nam to ovde nije cilj.
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zaklju¢ujemo, primenom matematicke indukcije, da je x,, < 1 za svako n. Dakle,
niz {x,} je ogranicen.
Prvih nekoliko ¢lanova ukazuju na to da niz verovatno raste. Dokaz je jednos-
tavan, jer
S5x, +4

2
I s, = 2 <1,
iz, 45 " Tn

Tpyl > Ty =

§to je ta¢no na osnovu prethodnog.
Kako je dati niz ograni¢en i monotono rastudi, on je i konvergentan. Neka je
limz, = ¢. Ako u (7) pustimo da n — +o0o, dobijamo da je

5¢+4
CcC =
4c+5’

odakle je ¢ = 1. Kako je niz pozitivan, ¢ ne moze biti —1, §to znaéi da je ¢ = 1.
O

Postupak naveden u primeru 17 moze izgledati nepotrebno komplikovan. Zar
nismo mogli bez prethodnog ispitivanja konvergencije da dokazemo da je limz,, =
1, pustajuéi da n — +oo u jednakosti (7)? Nismo, kao §to pokazuje sledeéi
jednostavan primer.

Primer 18. Neka je niz {z,} definisan sa
z1 =0, Tyl =2 — Ty

Nije tesko pokazati da su ¢lanovi niza naizmeni¢no 0 i 2, pa on nema grani¢nu
vrednost. Ali ako bez provere pretpostavimo da ona postoji i da je jednaka ¢, iz
definicione relacije nalazimo da je c =2 — ¢, odnosno c=1. O

Naravno, niz ne mora biti monoton da bi bio konvergentan, tako da je izlozeni
postupak samo jedan od nacina da se dokaze konvergencija niza.

Primer 19. Definicija broja e. Broj e, osnova tzv. ,prirodnog logaritma”, jedan
je od cetiri najvaznija realna broja u matematici, pored brojeva 0,11 7. Izbor broja
e nije stvar konvencije (kao §to je, recimo, izbor broja 10 za bazu decimalnog sistema
zapisivanja brojeva), veé se on prirodno pojavljuje u matematici, Sto ée se videti
kasnije.

Broj e se definise kao grani¢na vrednost (tipa 1°°)
1 n
e ¥ im <1+> .
n

Ova grani¢na vrednost postoji, jer je niz x,, = (1 4+ 1/n)™ monotono rastudi i
ogranicen, kao $to ¢emo to sada pokazati.
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Jednostavnim algebarskim transformacijama dobijamo da je

Tnt1 n+2 1 "
= 1-— .
Ty n—+1 (n+1)2

Prema BERNOULLIjevoj nejednakosti (teorema 1.6 na strani 10), imamo da je

1 " n
1—-— 11— — > 2.
( <n+1>2> T Ty F

Odavde je, za n > 2,

wn+1>n—|—2 n _n3+3n2+3n+2>
T, n+1 (n+1)2) n3+3n2+3n+1 ’

pa je niz {x,} monotono rastuéi. Dalje, primenom binomnog razvoja dobijamo

1\" 1 —1)(n—2 1)1
tn= (14> :1+1+n(n2 ) rin—Dn=2) D1
n 2n 3In3 nlnn

Kako je, za k > 2,

nn—1)-m—-k+1) 1 n n—-1 n—-k+1

kInk Tk n n n
1t 1o
H 1.2.3.. kK >1.2.2...2 > gk-1>

zakljuc¢ujemo da je

1 1 1 1—(1/2)n !
$n<1+1+*+*+"' =2+ L

1
2 22 on—1 2 1-1/2 <3

Prema tome, niz {z,} je ogranicen.

Iz definicione jednakosti moguée je i priblizno izrac¢unati broj e, ali je konver-
gencija spora, tako da se u praksi koriste drugi nizovi koji takode konvergiraju ka
broju e, ali brze (videti zadatak 254). Jedna priblizna vrednost je e & 2.718281828.

Primer 20. Zasnivanje elementarnih funkcija. Kao $to smo ve¢ napomenuli u
odeljku 1.3.2, na stranama 15 i 18, mi operiSemo sa funkcijama kao $to su na primer
eksponencijalna funkcija, a da ih zapravo nismo definisali u svim slu¢ajevima.
Izrazi oblika a™, gde je n prirodan broj, mogu se definisati svodenjem na operaciju
mnozenja. Izrazi oblika a?/9, gde su p i ¢ prirodni brojevi, mogu se takode svesti
na osnovne operacije stepenovanja i korenovanja. Ali, izrazi oblika a”, gde je x
iracionalan broj, ne mogu se automatski svesti na osnovne operacije, ve¢ se moraju
definisati. Jedan prirodan nac¢in da se to uradi je sledeéi. Ako je {r,} niz racional-
nih brojeva koji konvergira ka realnom broju x (videti i primer 23), definisemo

8 T= 1 ™.
®) = e
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Da bi ovo bila valjana definicija, treba pokazati da limes u (8) postoji i da ne zavisi
od izbora niza {r,} koji konvergira ka z. To se moze uraditi polazeéi od osobina
funkcije z — a® definisane na skupu racionalnih brojeva.
Drugi nacin (ekvivalentan navedenom) da se definise eksponencijalna funkcija
jeste da se stavi da je
.

9) a®= sup a" = inf a,
reQ,r<z resQ,r>x

pri ¢emu treba pokazati da supremum i infimum postoje i da su jednaki.

Logaritamska funkcija se definise kao funkcija inverzna eksponencijalnoj, a zatim
se pomoc¢u ove dve funkcije mogu definisati i ostale osnovne elementarne funkcije
kao $to je veé receno.

Primetimo da ni opisana definicija nije striktna, jer se bazira na intuitivhom
znacenju operacije stepenovanja i korenovanja. U potpuno striktnom zasnivanju
funkcija, polazi se od aksioma realnih brojeva, a zatim se dokazuje postojanje ste-
pena i racionalnih korena.

Primer 21. Jos jedan nacin da se definiSe eksponencijalna funkcija sa osnovom e
jeste da se pode od definicionog limesa za broj e. Naime, definiSemo

n
(10) e him (142)7
n

n—-+4oo

posto prethodno dokazemo da limes sa desne strane jednakosti postoji za svako
z € R. Iz jednakosti (10), mogu se izvesti osobine eksponencijalne funkcije, na
primer, da je monotono rastuéa, da je e* - e¥ = e*t¥ itd. O

Definicija 2.8 Neka su dati realni nizovi {a,} i {b,} takvi da je
algaggagg-“gbggbggbl 1 lim(bn—an):O.

Familija zatvorenih intervala [a,,b,], n = 1,2, ... ¢ije su krajnje tacke elementi
nizova {a,} i {b,} naziva se familijom umetnutih intervala'.

Teorema 2.13 Svaka familija umetnutih intervala ima jednu i samo jednu za-
jednicku tacku.

Dokaz. Neka je data familija umetnutih intervala [a,,b,], n = 1,2,.... Prema
definiciji 2.8, niz {a, } je neopadajuéi, a niz {b, } je nerastuéi; oba niza su ogranicena
brojevima a; i b;. Na osnovu teoreme 2.12, postoje kona¢ne grani¢ne vrednosti
a =lima, i b = limb,. Kako je lim (b, — a,) = 0, imamo da je a = b. Oznac¢imo

i familijom umetnutih segmenata.
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tu zajednicku vrednost sa c¢. Tada je ¢ = supa,, = inf b,,, pa je a, < ¢ < b, i prema
tome, tacka ¢ pripada svim intervalima.?

Neka je d proizvoljna tacka koja pripada svim intervalima. Dokazacemo da je
d = c¢. Zaista, ako d € [ay,b,] za svako n, onda je d gornja granica niza {a,} i
donja granica niza {b,}. Kako je supremum najmanja gornja, a infimum najveca
donja granica, imamo da je d > ¢ i d < ¢, odakle je d = ¢. Dakle, ¢ je jedina
zajednicka tacka familije umetnutih intervala. O

Teoremu o umetnutim intervalima koristi¢emo u slede¢em odeljku a i kasnije na
nekoliko mesta.

2.1.6 Podnizovi

Ako iz niza x1,xs, ... izdvojimo beskona¢no mnogo ¢lanova u istom redosledu u
kome se pojavljuju u datom nizu, dobijeni niz se naziva podnizom niza {z,}.

Na primer, ako se izdvoje ¢lanovi sa parnim indeksom, dobija se podniz {zax}.
Izdvajanjem ¢lanova sa indeksom koji je prost broj dobija se takode jedan podniz.
Ocigledno, svaki niz ima beskona¢no mnogo podnizova.

Formalna definicija podniza je sledeca.

Definicija 2.9 Neka je {x,} dati niz i neka jeny,ng,...,ng, ... monotono rastuci
niz prirodnih brojeva. Tada kazemo da je {x,, } podniz niza {x,}.

Prema definiciji 2.9, svaki niz je svoj podniz (ako uzmemo da je {n;} niz svih
prirodnih brojeva).

Podniz {z,,} moze se posmatrati kao niz sa indeksom k = 1,2,.... Prema
tome, sve §to je do sada receno za nizove vazi i za podnizove.

Teorema 2.14 Niz {x,,} ima graniénu vrednost a € R ako i samo ako svaki njegov
podniz ima grani¢nu vrednost a.

Dokaz. Neka je {z,} dati niz i neka je limz,, = a. Pretpostavimo najpre da
je a € R. Neka je {z,,} proizvoljan podniz datog niza.

Za svako dato € > 0 postoji ng takvo da je |z, — a|] < & za n > ng. To znaci da
je i |xn, —al < e zang > ng, a kako je niz {ny} monotono rastuéi (po definiciji
podniza), nejednakost ny > ng ekvivalentna je sa k > ko za neko ky. Prema
tome, za svako dato € > 0 postoji ko takvo da je |z, —a| < € za k > ko, pa je

lim =z, =a.
k— 400 Tk

U slucaju a = oo dokaz je analogan.
Obrnuto tvrdenje je trivijalno tacno, jer je i niz {z,} jedan svoj podniz. O

20vo je jedino mesto u dokazu gde je neophodno da intervali budu zatvoreni. Naime, ako su
dati intervali oblika (a,b), tada iz an < ¢ < by, ne mozemo zakljuciti da broj ¢ pripada svim
intervalima.
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Ako jedan podniz niza {z,} ima grani¢nu vrednost a, to ne mora da znaéi da
je limx,, = a. Medutim, vazi slede¢i rezultat (videti zadatak 269).

Teorema 2.15 Ako se niz {x,} moze predstaviti kao unija m svojih podnizova i
ako svaki od njih ima grani¢nu vrednost a, tada je i limx, = a.

Teorema 2.15 koristi se ¢esto tako Sto se iz konvergencije niza sa parnim i niza
sa neparnim indeksima ka istoj grani¢noj vrednosti a utvrduje i konvergencija niza
ka a.

Za monotone nizove dovoljno je da znamo grani¢nu vrednost samo jednog pod-
niza, kao sto tvrdi sledeé¢a teorema.

Teorema 2.16 Ako je niz {z,} monoton i ako jedan njegov podniz ima graniénu
vrednost a € R , tada je limz,, = a.

Dokaz. Prema teoremi 2.12, svaki monoton niz ima grani¢nu vrednost (konaénu
ili beskona¢nu). To onda implicira da i svaki podniz ima istu grani¢nu vrednost;
dakle, ako znamo da jedan podniz ima grani¢nu vrednost a, to je onda i grani¢na
vrednost niza. O

Sada dajemo jednu vaznu teoremu o egzistenciji konvergentnog podniza.

Teorema 2.17 Bolzano-Weierstrassov stav. Svaki ograni¢en niz ima konver-
gentan podniz.

Dokaz. Neka je niz {z,} ograni¢en. To znaci da postoje realni brojevi a i b
takvi da je a < x,, < b za svako n.

Ako dati niz ima samo kona¢no mnogo razli¢itih elemenata, onda mora postojati
podniz ¢iji su svi elementi medusobno jednaki; ovaj podniz je konvergentan.

Pretpostavimo sada da niz {x,} ima beskona¢no mnogo razli¢itih elemenata.
Neka je ¢; sredi$nja tacka intervala [a, b]. U bar jednom od intervala [a, ¢1] ili [e1, D]
mora se nalaziti beskonatno mnogo tacaka niza; u protivnom, niz bi imao samo
kona¢no mnogo razli¢itih elemenata. Ako je to interval [a,c1], uvedimo oznake
a1 = a, by = c1, a ako je to interval [c1,b] onda stavimo da je a; = ¢1,b7 = b.
Ako oba intervala sadrze beskonatno mnogo ¢lanova niza, onda je svejedno kakav
izbor pravimo. Ponovimo opisani postupak sa intervalom [a1,b;]: uzmimo njegovu
sredi$nju tacku ¢ i onaj od dva dobijena intervala koji sadrzi beskona¢no mnogo ele-
menata niza ozna¢imo sa [as, by]. Beskona¢nim ponavljanjem ovakve konstrukeije
dobijamo niz zatvorenih intervala [a,,b,], n = 1,2,..., za koje nije tesko prove-
riti da ¢ine familiju umetnutih intervala. Prema teoremi 2.13, ovi intervali imaju
jedinstvenu zajednicku tacku c.

Konstruisa¢emo sada jedan podniz niza {z,} koji konvergira ka c. Neka je x,,,
proizvoljan element datog niza koji pripada intervalu [a;, b1]. Kako interval [az, bo]
sadrzi (po konstrukciji) beskona¢no mnogo elemenata datog niza, mora postojati
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jedan element z,, € [ag, bo] sa indeksom ny > n;. Konstrukciju dalje nastavljamo
analogno: ako je izabrano x,, € [ag,bi], onda se u [ag41,bry1] nalazi z,, , sa
Nkgy1 > Nk

Niz {x,, } je oc¢igledno podniz datog niza {z,} i za svako k € N vazi da je
ap < xn, < bg. Kako je limap = limb, = ¢, prema teoremi o dva zandara je i
limz,, = ¢, paje {z,,} konvergentan podniz datog niza {z,}. O

Direktna posledica BOLZANO-WEIERSTRASSovog stava je

Teorema 2.18 Svaki realni niz sadrzi bar jedan podniz koji ima konac¢nu ili bes-
konac¢nu grani¢nu vrednost.

Dokaz. Ako je niz ogranicen, prema teoremi 2.17 on sadrzi konvergentan pod-
niz.

Pretpostavimo da je niz {z,} neograni¢en odozgo. Tada za svaki prirodan broj
k postoji beskonatno mnogo elemenata niza koji su veéi od k (u protivnom bi niz
imao kona¢an supremum, tj. maksimum). Neka je x,, proizvoljan element niza
koji je ve¢i od 1. Medu elementima niza koji su veéi od 2 izaberimo jedan ¢iji
je indeks veci od mq; neka je to x,,. Uopste, ako je odreden z,, ,, tada je z,,
proizvoljno izabran ¢lan niza koji je veéi od k i ¢iji je indeks ny, veéi od ng—1. Ovom
konstrukcijom dobijamo podniz {z,,} takav da je x,, > k za svako k € N, pa je
stoga lim z,, = +oo.

k——+oco

Za slucaj kada je niz neogranicen odozdo dokaz je slican. O

Iz teoreme 2.14 na strani 43 ne sleduje da niz koji nema grani¢nu vrednost
(neodredeno divergentan niz) mora imati podnizove koji konvergiraju ka razli¢itim
grani¢nim vrednostima. Naime, mozda se moze dogoditi da oni podnizovi koji su
konvergentni konvergiraju ka istoj vrednosti, a da ostali podnizovi ne konvergiraju.
Sledeéa teorema tvrdi da je to nemoguce i da zaista moraju postojati podnizovi sa
razli¢itim graniénim vrednostima.

Teorema 2.19 Ako je niz {z,} neodredeno divergentan, onda on sadrzi bar dva
podniza koja imaju grani¢ne vrednosti, ali su one razlicite.

Dokaz. Neka je niz {x,} neodredeno divergentan. Prema teoremi 2.18 on
sadrzi jedan podniz {x,, } za koji postoji lim z,,, = a. Tada mora postojati okolina
U tacke a van koje se nalazi beskona¢no mnogo ¢lanova niza {x,}; u suprotnom
bi niz {z,} konvergirao ka a. Od tih ¢lanova niza koji su van U moze se formirati
jedan niz, koji opet ima podniz, nazovimo ga {x,,, }, takav da je limz,,, = b.
Nemoguce je da bude a = b, jer se svi ¢lanovi niza {z,,} nalaze van okoline U
tacke a. O

Ako je niz {x, } konvergentan, skup G grani¢nih vrednosti njegovih podnizova
sastoji se od samo jednog elementa. U slucaju divergentnog niza, taj skup moze
sadrzati konac¢no ili beskona¢no mnogo elemenata, a sigurno je neprazan.

Primer 22. Neka je z, = 2+ (—-1)" + %, n = 1,2,.... Ovaj niz oc¢igledno ima
bar dva konvergentna podniza: {xo}, koji konvergira ka 3 i podniz {x2r41}, koji
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konvergira ka 1. Nije tesko zakljuciti da svaki konvergentan podniz datog niza mora
da ima za grani¢nu vrednost ili 1 ili 3. Prema tome, skup svih grani¢nih vrednosti
podnizova datog niza je G = {1, 3}.

Primer 23. Kao $to znamo, skup racionalnih brojeva je prebrojiv; prema tome,
moze se urediti u niz. Neka je {r,} niz svih racionalnih brojeva. Svaki realan
broj (ako veé nije racionalan) moze se, sa proizvoljnom tac¢noséu, aproksimirati
racionalnim brojevima. Primer takve aproksimacije je, recimo, decimalni zapis re-
alnog broja. To znaci da se u svakoj okolini proizvoljnog realnog broja x nalazi
beskona¢no mnogo racionalnih brojeva. Koriste¢i se idejom iz dokaza BOLZANO-
WEIERSTRASSovOg stava, moze se pokazati da postoji jedan podniz niza racional-
nih brojeva koji konvergira ka z. Isto tako, postoje i podnizovi niza racionalnih
brojeva koji konvergiraju ka +o0o. Dakle, skup svih graniénih vrednosti podnizova
racionalnih brojeva je skup R . O

Moze se pokazati da skup svih granié¢nih vrednosti podnizova datog niza ima i
minimalni i maksimalni element. Njima dajemo posebne nazive.

Definicija 2.10 Neka je {x,} dati niz i neka je G skup granic¢nih vrednosti
njegovih podnizova. Najmanji element skupa G nazivamo limes inferior niza
{z,} i obelezavamo sa lim x,, ili sa liminf x,,. Najveéi element skupa G nazivamo
limes superior, u oznaci lim z,, ili limsup z,.

Limes inferior i limes superior mogu biti realni brojevi ili +oo. Za razliku od
limesa, koji ne mora postojati za svaki niz, limes superior i limes inferior uvek
postoje.

Teorema 2.20 (i) Niz {z,,} ima graniénu vrednost ¢ € R ako i samo ako je
lim z,, = lim z,, = c.

(ii) Za svako € > 0 samo konac¢no mnogo ¢lanova niza {x,} moze biti manje od
lim x,, — ¢ ili veée od lim z,, + €.

(iii) Niz {z,,} je ogranicen ako i samo ako su lim z,, i lim x,, konaéni.

Dokaz. (i) Iz definicije izlazi da je lim z,, # lim z,, ako i samo ako postoje
dva podniza niza {z,} koja imaju grani¢ne vrednosti, ali su one razli¢ite. Prema
teoremama 2.14 i 2.19, ovo je potreban i dovoljan uslov da niz {x,, } nema grani¢nu
vrednost.

(ii) Dokazaéemo samo tvrdenje koje se odnosi na lim x,. Ono je trivijalno
tacno ako je lim x, = +o0o. Neka je lim z,, = M < 4o00. Ako bi se u intervalu
(M + ¢, +00) nalazilo beskona¢no mnogo ¢lanova niza, onda bismo od njih mogli da
sastavimo niz koji, prema teoremi 2.18, ima podniz, nazovimo ga {x,,, }, takav da
je limz,,, =b> M +¢e. Ovo je kontradikcija sa pretpostavkom da je M najveéa
grani¢na vrednost nekog podniza niza {x,}. Prema tome, samo kona¢no mnogo
¢lanova niza moze biti veée od lim sup x,.
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Tvrdenje koje se odnosi na lim z,, dokazuje se analogno.

(iii) Ako je niz {z,} ogranicen, onda je takav i svaki njegov podniz. Kako je
grani¢na vrednost ogranic¢enog niza konacna, sleduje da su lim z,, i lim z,, konaé¢ni.

Obrnuto, neka su m = lim x,, i M = lim x,, kona¢ni. Na osnovu tvrdenja (ii),
za svako € > 0 u intervalu (m — e, M + ¢) nalaze se skoro svi ¢lanovi niza {z,}, pa
je on ogranicen.

2.2 Nizovi u metrickim prostorima

2.2.1 Metricki prostor

Ispitivanje konvergencije je od interesa ne samo u skupu R, ve¢ i u drugim skupovi-
ma razli¢ite prirode. U matematici i u primenjenim naukama pojavljuje se potreba
za izu¢avanjem konvergencije u skupu kompleksnih brojeva, u visedimenzionalnim
skupovima, u skupovima funkcija, kao i u skupovima sasvim apstraktne prirode.
Konvergencija niza {z,} ka x u skupu realnih brojeva znac¢i da su tacke z, i z
na proizvoljno malom rastojanju pocevsi od nekog indeksa ng. Ova osobina je
fundamentalna za primene i moze se preneti i na proizvoljne skupove ukoliko na
njima definiSemo rastojanje izmedu dve tacke. Ispostavlja se da se rastojanje moze
definisati na razli¢ite nacine, ukoliko samo zadovoljava tri uslova opisana u slede¢oj
definiciji.

Definicija 2.11 Neka je dat neprazan skup X i funkcija d : X x X — R, tako
da za svako x,y,z € X vazi

1° d(z,y) >0, d(z,y)=0 = z=y
2° d(z,y) = d(y, ) (simetri¢nost),
3 d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) (nejednakost trougla).

Tada kazemo da je d rastojanje ili metrika na skupu X, a uredeni par (X,d)
nazivamo metric¢kim prostorom.

U skupovima R, R? i R? (tj. na pravoj, u ravni ili u prostoru), rastojanje
izmedu dve tacke je duzina duzi koja ih spaja:

d(z,y) =|r—y|  (na pravoj),

d((ﬂflayl), (IEQ, y2)) = \/(961 - $2)2 + (y1 — y2)2 (u ravni),
d((21,y1,21), (T2, Y2, 22)) = V(1 — 22)2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)? (u prostoru).

Osobine 1° i 2° iz definicije 2.11 lako se proveravaju. Nejednakost trougla je pos-
ledica geometrijske Cinjenice da je duz najkraéi put izmedu dve tacke.
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Navedene metrike u R, R? i R3 nazivaju se euklidskim metrikama ili uobi-
cajenim metrikama. I uskup R™ zan > 3 moze se uvesti euklidska metrika pomocu

Nejednakost trougla za ovu metriku dobija se iz MINKOWSKIjeve nejednakosti
n 1/p n 1/p n 1/p
(1) (Z i + |) < (Z Iu) + (Z Ivil”> !
i=1 i=1 i=1

koja vazi za svako p > 1 i za svake dve n-torke realnih brojeva (uq,...,u,) i
(v1,...,vy,) (videti dokaz u zadatku 1529). Naime, ako se u nejednakosti (11) stavi
p=2,u;=a; —b;, v;=b; —¢; (i=1,...,n), dobija se

n 1/2 n 1/2 n 1/2
<Z(ai — Ci)2> < <Z(ai - bi)2> + (Z(bz - C¢)2> )

i=1 i=1 =1

odnosno d(a,c) < d(a,b) + d(b, c).
Kako MINKOWSKIjeva nejednakost vazi za svako p > 1, to znaci da su i sve

funkcije oblika
n 1/1)
d(a,b) = (Z |la; — bi|p>
i=1

metrike na R™ (lako se pokazuje da vaze i osobine 1° i 2° iz definicije). Na primer,
za p = 1 dobija se

d(a,b) = |a; — bil.
=1

Uobiéajena metrika u skupu kompleksnih brojeva C je ista kao u R?:

d(z1,29) = /(x1 — 22)2 + (y1 — 12)2, 21 = x1 + Y1, 22 = T2 + Y.

Primetimo da je ovako uvedeno rastojanje u stvari modul razlike kompleksnih bro-
jeva 21 1 290 d(21,22) = |21 — 22]-
Metrika se moze uvesti i u , komplikovanijim” skupovima nego sto su skupovi

R™ili C.

Primer 24. Akosux = {x,} iy = {y,} ograniceni nizovi, onda je i njihova razlika
takode ograni¢en niz. Prema tome, za dva ogranitena niza z = {z,,} iy = {y,,} ima
smisla definisati d(z,y) = sup,, |n — yn|. Neka je X skup svih ogranicenih realnih
nizova. Pokazimo da je d metrika na skupu X. O¢cigledno je d(z,y) > 0 za svako
z,y € X. Dalje, ako je d(z,y) = 0, onda je maksimalna vrednost |z, — y,| jednaka
nuli, $to znaci da je z,, = y, za svako n € N, pa je z = y. Ovim je dokazano da je
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ispunjen uslov 1° iz definicije 2.11. Uslov 2° (simetri¢nost) je ocigledno ispunjen.
Dokazimo sada da vazi nejednakost trougla. Neka su x,y, z proizvoljni elementi
skupa X. Prema nejednakosti trougla u skupu R, imamo da je

‘xn - Zn| < |$n - yn| + |yn - znl za svako n € N,

pa je
(12) d(z,2) = sup |xp — 2n| < sup(|zn — Ynl| + [Yn — 2al)-
n n

Neka je sup,, |2, — yn| = U i sup, |yn — 2| = V. Tada za svako n € N vazi da je
|2 — yn| S U 1 |yn — 2| <V, odakle sleduje da je

(13) Sup(‘xn_yn|+|yn_zn‘) <U+V.

Iz (12) i (13) izlazi da je d(z,2) < U +V = d(z,y) + d(y, z), ¢cime je dokazana i
nejednakost trougla. Dakle, (X, d) je metricki prostor. 0O

2.2.2 Okolina tacke. Otvoreni i zatvoreni skupovi

Definicija 2.12 U proizvoljnom metrickom prostoru (X,d) definiSemo sledece
pojmove:

e Kugla (ili otvorena kugla) sa centrom u tacki a € X i polupre¢nikom
r > 0 je skup
K.(a) ={x € X |d(z,a) <7}.

Zatvorena kugla je skup svih tacaka x € X za koje je d(z,a) <.

e c-okolina tacke a € X je otvorena kugla sa centrom u a i polupre¢nikom
e > 0. Okolina tacke a je svaka otvorena kugla koja sadrzi tacku a.

Primer 25. U skupu R sa uobi¢ajenom metrikom (d(z,y) = |z — y|), kugla sa
centrom u a i polupre¢nikom € > 0 je skup svih realnih brojeva x za koje vazi
|z —a] < ¢€; to je, dakle, interval (a —e,a + €), a ovo je okolina tacke a € R kako
smo je definisali ranije (definicija 2.3 na strani 28). Prema tome, pojam okoline
kako je uveden u definiciji 2.12 je generalizacija okoline u skupu R.

U skupu R? sa euklidskom metrikom kugla je ,,prava” kugla. U skupu R? sa
euklidskom metrikom kugla je krug.

U skupu C sa uobicajenom metrikom kugla opisana oko tacke zy = x¢ + iyo je
krug, odnosno skup svih kompleksnih brojeva z = x + iy za koje vazi |z — z| < 7,
tj. (x —20)2 + (y —vo0)? < 1.

Primer 26. Ako se umesto metrickog prostora (X, d) posmatra metricki prostor
(Y,d), gde je Y C X (a metrika je ista u oba slucaja), kugle opisane oko tacke
a € Y ne moraju biti iste.
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Neka je metricki prostor (X, d) definisan kao skup svih tacaka intervala (0, 1), sa
uobicajenom metrikom d. Kugla polupre¢nika 1/3 opisana oko tacke 1/2 je interval
(1/6,5/6), isto kao u metrickom prostoru (R, d). Medutim, kugla polupreénika 1/3
opisana oko tacke 5/6 je interval (1/2,1), sto je presek odgovarajuée kugle u (R, d)
sa skupom X. Naime, u definiciji 2.12 trazi se da sve tacke kugle pripadaju skupu
X.

Kao drugi primer, neka je X skup kona¢no mnogo realnih brojeva, na primer,
X =1{1,2,3} i neka je d euklidska metrika. U metrickom prostoru (X, d), kugla sa
centrom u 2 i polupre¢nikom 1/2 sastoji se samo od tacke 2. Kugla sa centrom u
2 i polupre¢nikom 2 je ceo skup X.

Primer 27. Za a = (a1,a2), b = (b1, b2), neka je
ds(a,b) = lay — b1 + |ag — ba|, dm(a,b) = max{ |a; — by|, |ag — ba| }.

Nije tesko dokazati da su ds i d,,, metrike na R2.
Na slici 8 prikazane su kugle polupre¢nika r sa centrom u tacki ¢ u metrickim
prostorima (R?,d,), (R?,d,,) i (R?,d.), gde je sa d. oznacena euklidska metrika. O

Slika 8. Kugle u razli¢itim metrikama na skupu R?2.

Po definiciji, skup realnih brojeva je ogranicen ako je |z| < M za svaku tacku
tog skupa i za neku konstantu M > 0. To znaéi da je ogranic¢en svaki skup koji se
moze smestiti unutar nekog kona¢nog otvorenog intervala (—M, M). Kako u skupu
R interval ima ulogu kugle, prirodno je uvesti sledeé¢u definiciju.

Definicija 2.13 Skup A u metrickom prostoru je ograniCen ako postoji neka
kugla K takva da je A C K.

Primer 28. Skup svih tacaka proizvoljnog trougla u R? je ograni¢en skup; jedna
kugla koja ga sadrzi je, na primer, unutrasnjost kruznice opisane oko trougla.

Skup svih tacaka neke prave u R? je neogranicen skup, jer ne postoji kugla
konacénog poluprecnika koja sadrzi celu pravu. 0O
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Definicija 2.14 Neka je (X, d) metricki prostor. Za skup A C X kazemo da je
otvoren skup ako zajedno sa svakom svojom tackom sadrzi i neku njenu okolinu.

Skup A je zatvoren skup ako je njegov komplement (u odnosu na X ) otvoren.

Primer 29. U metrickom prostoru (R, d), gde je d euklidska metrika, svaki otvoren
interval je otvoren skup. Zaista, neka je (a,b) proizvoljan otvoreni interval i neka
je xo proizvoljna tacka u (a,b). Za e < min{zg—a,b— o}, interval (xg —e, 29 +¢)
pripada skupu (a,b). Prema tome, za svaku tacku zg € (a,b) postoji okolina koja
se sadrzi u (a,b), $to znaci da je (a,b) otvoren skup.

Zatvoreni interval [a, b] je zatvoren skup. To se pokazuje tako sto se dokaze da
je njegov komplement otvoren. Uzmimo proizvoljnu tacku zg € (—oo,a)U (b, +00).
Ako xy € (—00,a), tada interval (zg—e, x9+¢) pripada skupu (—oo, a) za e < a—xy.
Ako zg € (b, +00), interval (zg — e, z¢ +¢) pripada skupu (b, +00) za e < 2o —b. 1z
ovoga proizilazi da je skup (—o0,a) U (b, +00) otvoren, pa je skup [a, b] zatvoren.

I u proizvoljnom metrickom prostoru (X,d) svaka otvorena kugla je otvoren
skup, a svaka zatvorena kugla je zatvoren skup (videti zadatak 1069).

Primer 30. Skup u metrickom prostoru ne mora biti ni otvoren ni zatvoren. Na
primer, interval oblika (a,b] nije ni otvoren ni zatvoren u skupu R sa euklidskom
metrikom.

Postoje 1i skupovi koji su i otvoreni i zatvoreni? Iz definicije 2.14 sleduje da
su takvi skupovi ) i X u svakom metrickom prostoru (X, d). Naime, prazan skup
je otvoren jer ne sadrzi ni jednu tacku, pa je uslov definicije formalno ispunjen.
Ceo skup X je otvoren jer sadrzi svaku okolinu svake svoje tacke. Kako je prazan
skup komplement skupa X, iz otvorenosti skupa X sleduje zatvorenost skupa 0, a
iz otvorenosti skupa () izlazi zatvorenost skupa X. O

Kao $to smo videli, na istom skupu X mogu se definisati razlicite metrike. Za
materiju koja sledi vazan je pojam ekvivalentnosti metrika.

Definicija 2.15 Za metrike dy i do na istom skupu X kazemo da su ekviva-
lentne ako svaka okolina proizvoljne tacke a € X u metrici d; sadrzi neku okolinu
tacke a u metrici do I obrnuto.

Neposredno iz definicije 2.15 sleduje da je ekvivalentnost metrika relacija ekvi-
valencije u skupu svih metrika na skupu X.

Primer 31. Kako se u svaki krug sa centrom u tacki a € R? moZe upisati
kvadrat sa centrom u istoj tacki i obrnuto, u svaki kvadrat se moze upisati krug,
zaklju¢ujemo da su metrike d,, i ds definisane u primeru 27 ekvivalentne sa euklid-
skom metrikom d., pa su i medusobno ekvivalentne.
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Teorema 2.21 Ako su d; i dy ekvivalentne metrike na skupu X i ako je skup A C
X otvoren (zatvoren) u metrickom prostoru (X,d;), onda je A otvoren (zatvoren)
iu (X, dg)

Dokaz. Neka je A otvoren skup u (X, d;) i neka je a proizvoljna tacka skupa
A. Tada postoji okolina U tacke a takva da je U C A. Kako su metrike d; i ds
ekvivalentne, postoji okolina V tacke a u metrici ds koja se sadrzi u U, pa imamo
da je V. C U C A. Prema tome, skup A sadrzi i neku okolinu svake svoje tacke i u
metrici da, pa je otvoren i u metrickom prostoru (X, ds). Tvrdenje koje se odnosi
na zatvorene skupove dokazuje se preko komplemenata.

2.2.3 Konvergencija nizova u metrickim prostorima

Niz {x,} u proizvoljnom skupu X definise se, analogno realnom nizu, kao pres-
likavanje koje svakom prirodnom broju pridruzuje jedan element x, skupa X. I
definicija konvergentnog niza u metrickom prostoru (X, d) analogna je definiciji
koju smo dali u 2.1.1:

Definicija 2.16 Niz {x,} u metrickom prostoru (X,d) konvergira ka a € X, u
oznaci lim z,, = a, ako se u svakoj okolini tacke a nalaze skoro svi ¢lanovi niza.
Ekvivalentno, niz {x,} konvergira ka a ako

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng) d(zp,a) <e.

Za niz koji konvergira ka nekoj tacki a € X kazemo da je konvergentan. Ako ne
postoji a € X tako da je limx,, = a, kaZzemo da je niz {x,} divergentan.

Zadrzavajuéi terminologiju iz konvergencije realnih nizova, element a € X takav
da je limz,, = a zvaéemo grani¢nom vrednoséu niza {z,}.

U proizvoljnom metrickom prostoru ne mora da postoji relacija poretka, pa se
u opstem slucaju ne definise pojam beskonacnosti. To znaci da se ne razmatraju
odredeno divergentni nizovi kao u R. Ni pojam monotonog niza ovde nema smisla.

Ispitivanje konvergencije niza u metrickom prostoru moze se svesti na ispitivanje
konvergencije realnih nizova, jer je ocigledno

limz, =a < limd(z,,a) =0,

a niz {d(x,,a)} je realan i nenegativan.
Jedna sli¢na, ali manje ocigledna osobina data je u sledecoj teoremi.

Teorema 2.22 Ako jelimx,, = a tada jelimd(z,,b) = d(a,b), gde je b proizvoljna
tacka skupa X.
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,a) + d(a7 b)7

Dokaz. Kako je, prema nejednakosti trougla, d(x,,b) < d(z,
d(a, xn)+d(zy,,b)

imamo da je d(z,,b)—d(a,b) < d(x,,a). Naisti nac¢in, iz d(a, b) <
dobijamo d(z,,b) — d(a,b) > —d(a, z,), Sto znaci da je

|d(zn,b) — d(a,b)| < d(xn,,a),

pa kako je limd(z,,a) = 0, zakljutujemo da i |d(x,,b) — d(a,b)| tezi nuli. O

Konvergencija niza zavisi od toga u kom metrickom prostoru ga posmatramo.
Na primer, niz {1/n} konvergentan je u (R,d), gde je R skup realnih brojeva, a
d euklidska metrika; ali nije konvergentan u (X,d), gde je X = (0,1), jer se u
definiciji zahteva da i grani¢na vrednost pripada skupu X, a to ovde nije slucaj.

Konvergencija niza zavisi i od metrike. Moze se dogoditi da niz {x,, } konvergira
ka a u jednoj metrici, a da ne konvergira u nekoj drugoj.

Primer 32. Uvedimo u skup R metriku definisanu sa

d(z,y) =1 ako z #y, d(z,z) =0.
Niz x,, = 1/n konvergira u euklidskoj metrici ka nuli, ali u uvedenoj metrici uopste
nije konvergentan, jer je d(x,,a) = 1 za svako n, ili, ako postoji ng = 1/a onda za

svako n > ng. O

Ako su d; i do ekvivalentne metrike, situacija opisana u prethodnom primeru
nije moguca.

Teorema 2.23 Neka su dy i dy ekvivalentne metrike na skupu X i neka je {x,}
niz elemenata skupa X. Ako je limz, = a u metrici dy, tada je limx, = a i u
metrici ds.

Dokaz. Neka je limx,, = a u metrici d;. Uzmimo proizvoljnu okolinu V tacke
a u metrici do. Zbog ekvivalentnosti metrika d; i da, postoji okolina U tacke a u
metrici dy, takva da je U C V. Kako okolina U sadrzi skoro sve ¢lanove niza {z, },
isto vazi i za okolinu V', pa je limx,, = a i u metrici do. O

Ako na istom skupu X imamo vise ekvivalentnih metrika, onda je, na osnovu
teoreme 2.23, svejedno koja se od njih koristi pri proveri konvergencije datog niza.
Ova ¢injenica moze znatno da olaksa ispitivanje konvergencije.

Konvergencija viSedimenzionalnog niza

U prostoru R? sa euklidskom metrikom, posmatrajmo niz tacaka ¢ije su Dekartove
koordinate (x,,y,). U primeru 31 dokazano je da je euklidska metrika ekvivalentna
metrici d,,, definisanoj sa d,,((z,y), (a,b)) = max{|z — al, |y — b|}.
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Prema definiciji konvergencije, niz {(x,,y,)} konvergira ka tacki (a,b) ako za
svako € > 0 postoji ng takvo da je

de((@n,yn), (@,0) = V(@0 —a)? + (yn — b2 < zan>mno,

odnosno ako se skoro sve tacke (z,,y,) nalaze unutar kruga polupreénika e sa
centrom u (a, b).

Zamenom euklidske metrike sa ekvivalentnom metrikom d,,,, nalazimo da (2, y»)
konvergira ka (a,b) ako i samo ako za svako € > 0 postoji ng takvo da za n > ng
vazi da je max{|z, — a|, |yn — b} < g, ili, Sto je isto, ako i samo ako za n > ng
vaze obe nejednakosti |z, —a| <e1i |y, — b <e. Odavde se vidi da niz {(zy,y,)}
konvergira ka (a, b) ako i samo ako je limz,, = a i limy, = b.

Uopste, u prostoru R, nije tesko dokazati da je metrika

A (2155 20)s (Y155 yn)) = maxtler =yl [2n — yal}

ekvivalentna euklidskoj metrici. Na isti na¢in kao u dvodimenzionalnom slucaju
odavde proizilazi da niz tacaka prostora R™ konvergira ka nekoj tacki tog prostora
ako i samo ako nizovi odgovarajucih koordinata konvergiraju.

Konvergencija niza kompleksnih brojeva

Skup C kompleksnih brojeva moze se posmatrati kao skup uredenih parova (z,y),
gde su x,y realni i imaginarni deo kompleksnog broja z. Ako se u skup C uvede
euklidska metrika

d(z1,22) = V(21 — 22)% + (Y1 — y2)? = |21 — 22}, 21 = x1 + Y1, 22 = T2 + 1Yo,

pitanja u vezi sa konvergencijom niza kompleksnih brojeva resavaju se isto kao u
R?. Prema tome, niz kompleksnih brojeva {z,} konvergira ka z = x + iy ako i
samo ako je limRe z, =z i limIm z, = y.

Primer 33. Neka je z, = %—ﬁ—inf_l, n = 1,2,.... Kako je imRez, = 0 i

lim Im 2, = 1, dati niz konvergira ka broju ¢. O

U kompleksnom domenu mogu se pojaviti neocekivane komplikacije u naizgled
jednostavnim problemima, kao $to se vidi i iz sledeCeg primera.

Primer 34. Posmatrajmo geometrijski niz 2z, = ¢ sa kompleksnim koli¢nikom
q = a + ib.

Za |q| < 1, imamo da je |¢"| = |g|™ — 0, pa dati niz konverira ka nuli.

Ako je |q| > 1, tada realni niz |¢"| tezi beskonacénosti. Odavde sleduje da dati
niz nije konvergentan. Zaista, za svaki kompleksan broj z imamo da je |z, — z| >
llg"|—z|| — +o0 kad n — +oo. Kako je lim z,, = z ako i samo ako je lim |z, —z| = 0,
zakljuéujemo da u ovom slucaju niz {z,} nije konvergentan.

Ostaje jos slucaj |¢| = 1, odnosno ¢ = cosa + isina za neko « € [0,27). U
ovom slucaju je z, = cosna + i¢sinna, pa je dati niz konvergentan ako i samo ako
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su nizovi {cosna} i {sinna} konvergentni. Pokazacemo da je to moguée samo za
a=0,tj. zaqg=1.
Neka je limsinna = ¢. Tada je, za svako fiksirano k € N,

lim (sin(n+ k)a —sinna) = 0, odnosno
n—+00
(14) lirf (sinna cos ka + cosnasin ka — sinna) = 0.
n—-—+0oo

Ako je ¢ = 0, onda je limcosna = 1, pa iz (14) dobijamo da je sinka = 0 za
svako k, odakle je « = 0 ili & = 7 (u intervalu [0, 27)).
Ako je ¢ # 0, iz (14) dobijamo da je

¢ lim (coska+ ctgnasinka —1) =0,
n—-+o0o
pa je, za sin ka # 0,
lim ctg na = ctg ka.

Zbog jedinstvenosti grani¢ne vrednosti, iz poslednje relacije zaklju¢ujemo da, ako
je sina # 01 sin 2« # 0, onda je ctg o = ctg 2a, a ovo je nemoguce, Sto nije tesko
videti.

Prema tome, ako za neko a € [0,27) postoji limsinna = ¢, onda je ¢ = 0 i
a=0ili @ =7n. Za a = 7, niz cosna = (—1)" nije konvergentan, pa je kompleksni
niz cos na + @ sin na konvergentan samo za « = 0, odnosno za g = 1.

Dakle, geometrijski niz sa kompleksnim koli¢nikom ¢ je konvergentan za |¢| < 1
iza q¢ =1, a divergentan je za ostale kompleksne vrednosti gq.

2.2.4 Tacke nagomilavanja

Definicija 2.17 Neka je (X,d) metricki prostor i A C X. Tacka a je tacka
nagomilavanja skupa A ako se u svakoj okolini tacke a nalazi bar jedna tacka
skupa A razli¢ita od a.

Ako a € A nije tacka nagomilavanja skupa A, kazemo da je to izolovana tacka
skupa A.

Primer 35. Prema definiciji 2.17, tacka nagomilavanja ne mora da pripada skupu.
Na primer, 0 je tacka nagomilavanja intervala (0, 1), iako ne pripada tom intervalu,
jer se u svakoj okolini nule (—&, +¢) nalaze tacke intervala (0,1).

Skup {1, 2, 3} nema tacaka nagomilavanja u euklidskoj metrici; sve njegove tacke
su izolovane. U stvari, konacan skup u proizvoljnom metrickom prostoru nema
tacaka nagomilavanja.



