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9.1 Testovi hipoteza u statistici

Popularan metod dokazivanja teorema u matematici je deductio ad absurdum,
dovodenje do protivrecnosti ako se pretpostavi suprotno tvrdenje. U vecini oblasti
u kojima se primenjuje statistika nije moguce izvesti rigorozan dokaz, ali metod
dovodenja do protivrecnosti je u sustini osnova statistickog dokaza. U statistici se,
za razliku od matematike, apsolutna protivrecnost retko moze pojaviti.
Pretpostavimo, na primer, da smo iz 20 bacanja novc¢i¢a dobili 18 pisama. Ovo
nije apsolutni dokaz da nov¢ié¢ nije ”fer”, naime nije nemoguce da se takav rezultat
dobije sa novéi¢em kod koga je verovatnoca pisma p = 1/2. Ali, iz iskustva znamo
da se takav ili slican rezultat retko moze dobiti sa ,,fer” novéi¢em; ovakav rezultat
eksperimenta nam daje jake dokaze protiv hipoteze p = 1/2, a u korist hipoteze
p > 1/2. Zadatak statisticke teorije testiranja hipoteza jeste da kvantifikuje stepen
sumnje u neku hipotezu. Recimo, u navedenom primeru, 10 ili 11 pisama ne bi
izazvalo sumnju u hipotezu da je p = 1/2, dok 18 ili vise pisama sigurno daje
osnova za odbacivanje te hipoteze kao malo verovatne. Gde je granica izmedu
prihvatanja i odbacivanja? Da li je to 13,14,157

Slican problem pojavljuje se u raznim situacijama kada biramo izmedu dve hipoteze,
nazovimo ih Hy—nmulta hipoteza i H;—alternativna hipoteza. Izbor izmedu
dve hipoteze pojavljuje se u razli¢itim oblastima primene, u stvari kad god treba
dokazati neko tvrdenje ili verifikovati neku novu teoriju. Na primer, ako se pojavi
novi lek, proizvoda¢ mora dokazati da je on bolji od postojeé¢ih. Da bi dokazao tu
hipotezu, on mora da obori suprotnu hipotezu.

Ako zelimo da dokazemo neko tvrdenje, onda suprotno tvrdenje (ili neutralno ili
postojede stanje) uzimamo za nultu hipotezu Hy, a samo tvrdenje za hipotezu
H,.

Cilj postupka testiranja jeste da se ispita, na osnovu rezultata eksperimenta,
ima li dokaza protiv hipoteze Hy, a u korist hipoteze H;.

Test je odreden ako je definisana statistika S (statistika testa) i skup vred-
nosti za S za koje odbacujemo hipotezu Hy (oblast odbacivanja ili kritiéna
oblast).

Zakljucak testa moze biti jedan od sledeca dva:

e Odbacujemo Hy, jer smo u eksperimentu dobili S u oblasti odbacivanja.
Kao objasnjenje nudimo hipotezu H;.

e Ne odbacujemo Hj jer je vrednost za S u eksperimentu bila van oblasti
odbacivanja. Nemamo dokaza protiv Hy.

Primer 154. U slucaju testiranja novéica, mozemo formulisati hipoteze:

1 1
H()Zp:*, Hl:p>§7
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gde je p verovatnoca padanja pisma. Za statistiku testa uzimamo broj pisama (S) u
20 bacanja nov¢ica. Neka je oblast odbacivanja {S > 16}. Ovim je definisan jedan
test hipoteze Hy protiv alternativne hipoteze H;. Hipoteza Hy bi¢e odbacena (u
korist hipoteze H;) ako dobijemo 16 ili viSe pisama; u protivnom nece biti odbacena.
Primetimo da Hy nece biti odbacena ni ako je S = 2, mada je ovo dogadaj koji
izaziva sumnju u Hy, ali svakako ne u korist Hj. U ovom primeru test bi ostao isti
ako bismo za Hy uzelip < 1/2. O

Pri testiranju hipoteza moguée su dve vrste gresaka:

e Greska prve vrste nastaje ako se Hy odbaci kada je Hy tacna.

e Greska druge vrste nastaje ako se Hy ne odbaci kada je H; tacna.

S obzirom na interpretaciju hipoteza Hy i Hy, obi¢no nam je vaznije da ne naprav-
imo gresku prve vrste, jer bismo tim postupkom dokazali tvrdenje koje nije ta¢no
(hipoteza H;). Greska druge vrste nije toliko zna¢ajna, jer ako nemamo dovoljno
jakih dokaza protiv Hy, a verujemo da je H; ipak tacna, postupak dokazivanja
hipoteze H; mozemo nastaviti izvodenjem novih obimnijih eksperimenata.

Kada testiramo hipotezu o nekom parametru 6, skup moguéih vrednosti © sadrzi
dva podskupa Oy i ©1, koji su odredeni hipotezama Hy i Hy. U primeru 154
imamo da je ® = [0,1], ©9 = {1/2}, ©; = (1/2,1]. Da smo u primeru 154
definisali Hy : p < 1/2, imali bismo da je ©g = [0,1/2], pa bi oblasti ©¢ i O bile
komplementarne, kao $to je cesto slucaj.

Greske prve i druge vrste zavise od 0. Uvedimo sledeée oznake i definicije:

Neka je 8 € © prava vrednost parametra.

e Verovatnoc¢a da ¢e nulta hipoteza biti odbacena je moé testa, u oznaci
~v(0), 6 € ©. Ako je C oblast odbacivanja Hy, a S statistika testa, onda je
~(0) = P(S € C).

e Verovatnocéu greske prve vrste oznacavamo sa a(f). Ona je definisana samo
za 0 € Oy, jer se greska prve vrste moze napraviti samo kada je Hy tacna.
Ocigledno je a(8) = v(0) za 6 € B¢ (verovatnocéa da ée Hy biti odbacena).

e Verovatnoéu greske druge vrste obelezavamo sa ((6), 6 € ©1. Imamo da
je B(0) =1 —(0) za 0 € ©1 (verovatnoc¢a da Hy nece biti odbacena).

e Maksimalna vrednost greske prve vrste je nivo znacajnosti testa i

obelezava se sa a: a = sup «(6).
[ASISH)

o Ako je oblast odbacivanja testa oblika {S > ¢}, {S > ¢}, {S < ¢} ili
{S < ¢}, za broj ¢ kazemo da je kriti€éna vrednost testa.
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Idealan test ima male greske i prve i druge vrste. Medutim, to su protivrecni
zahtevi. Neka je, na primer, kriti¢na oblast definisana sa {S > c}. Tada je

ald)=P(S>c), (B0, BO)=1-PS>c)=P(S<c), (§c6y).

Sa fiksiranim uzorkom i statistikom testa, jedini na¢in da smanjimo «(6) jeste da
povecamo ¢, ali tako poveéavamo (3(0). Zato se obi¢no kriti¢na vrednost ¢ bira tako
da nivo znacajnosti bude ispod zadate vrednosti, ¢ime se kontroliSse greska prve
vrste a(f). Medutim, ako mozemo da biramo izmedu dva testa sa istim nivoom
znacajnosti, izabra¢emo onaj koji daje manju gresku druge vrste.

Za veli¢inu nivoa znacajnosti se obi¢no uzimaju standardne vrednosti 0.1,0.05,
0.01. Standardan izbor je konvencija koje se ne moramo pridrzavati, ali omogucava
poredenje razlicitih rezultata, a i olaksava izracunavanja, jer se mogu koristiti stan-
dardne tablice.

Primer 155. Brasno se prodaje u pakovanjima nominalne mase 1kg. Na zahtev
potrosaca, koji su primetili da je masa manja od 1kg, potrebno je izvrsiti proveru,
na bazi slu¢ajnog uzorka od 25 pakovanja brazna. Poznato je da masina za punjenje
ima standardnu devijaciju ¢ = 15g.

U ovom problemu, mozemo pretpostaviti da je masa jednog pakovanja brasna nor-
malna sluéajna promenljiva sa matematickim o¢ekivanjem g i varijansom o? = 225.
Zadatak je da se testira

Hy: p=1000 protiv Hi: p<1000.

Uzeéemo nivo znacajnosti « = 0.05. Statistika testa moze da bude aritmeticka
sredina uzorka 7i, koja kao §to znamo, ima N (i, 0% /n) raspodelu, gde je n = 25.
Male vrednosti za 1 su dokaz protiv hipoteze Hy; oblast odbacivanja je {i1 < c}, sa
nekim c¢ koje izracunavamo iz nivoa znacajnosti. Kako skup O sadrzi samo jednu
vrednost, = 1000, statistika g pri nulto] hipotezi ima N (1000, 9) raspodelu, tako
da je

(1) a:P@<@:P(Z<C£?m)

Odavde za a = 0.05, nalazimo da je (¢ — 1000)/3 = —1.64, odakle je ¢ = 995
(zaokruzeno na ceo broj). Prema tome, test sa nivoom znacajnosti 0.05, na bazi
uzorka obima 25, ima sledeée pravilo odlucivanja: Ako je f < 995, hipoteza Hy se
odbacuje u korist Hy; u suprotnom slucaju, hipoteza Hy se ne odbacuje.

Sa nivoom znacajnosti a = 0.01, dobija se da je ¢ = 993, dok se sa a = 0.1 dobija
c = 996.

Primer 156. Od dva tipa radara, A i B, radar B je novije tehnologije i tvrdi se
da je bolji. Kako je radar B i skuplji od radara A, kupac ¢e uzeti radar B samo
ako on otkriva pokretni objekat pre radara A u vise od 60% slucajeva.

Izvodi se 20 eksperimenata. Neka je S broj slucajeva u kojima je radar B bolji
od radara A (tj. otkriva pokretni objekat pre radara A). Neka je p (nepoznata)
verovatno¢a da je B bolji od A. Tada je S ~ Bin(20,p). Hipoteza koju treba
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dokazati je Hy : p > 0.6, a za nultu hipotezu uzimamo Hy : p < 0.6. Testiracemo
H, protiv H; sa nivoom znacajnosti @ < 0.05 (kada statistika testa ima diskretnu
raspodelu, nivo znacajnosti se obi¢no ne moze ta¢no dostiéi, pa onda zahtevamo
da ne bude veéi od zadate vrednosti). Hipotezu Hy treba odbaciti ako je S veliko,
dakle, ako je S > ¢, pri ¢emu kriticnu vrednost ¢ biramo na osnovu datog nivoa
znacajnosti na sledeéi nacin.

U oblasti u kojoj vazi hipoteza Hy, tj. za p < 0.6 imamo da je

20 _
a(p) =) =P(S>c)=) <k>p’“(1 —p)®k,
k>c
Kako je S celobrojna sluc¢ajna promenljiva, ima smisla uzeti samo ceo broj ¢ koji
biramo tako da

20 /90
Z <k >pk(1 — p)zo*k < 0.05 za svako p < 0.6.
k=c

Suma sa leve strane gornje nejednakosti u oblasti p < 0.6 dostize maksimum za
p = 0.6 (jer je funkcija raspodele binomne raspodele monotono opadajuéa po p,
videti primedbu na strani 165). Odavde zaklju¢ujemo da c treba izabrati tako da
je
20
> (2]3) (0.6)F(0.4)" % < 0.05.
k=c
Probanjem za razne vrednosti ¢ nalazimo da je najmanje c za koje je ova nejednakost
ispunjena ¢ = 17, pri ¢emu je o = (0.6) = 0.01591.
Prema tome, test kojim se, pod datim zahtevima, testira Hy protiv H; ima sledece
pravilo odlucivanja:

Ako je S > 17, Hy se odbacuje, u protivnom Hj se ne odbacuje.

Verovatnoéa greske druge vrste ovog testa zavisi od p u oblasti ©; = (0.6, 1]:

16
80) = Ps <o =Y (7 )pa-p®*, p>0s.

k=0 k
Supremum ove verovatnocée je vrednost koja se dobija za p = 0.6; dakle

sup B(p) =1 — o =0.9841.
PEO:

Ovako velika moguénost greske druge vrste, naravno ne odgovara prodavcu radara.
Cak i ako je radar B zaista mnogo bolji od radara A, sa, na primer, p = 0.9,
prodavac ima razloga za zabrinutost, jer je tada

16

B0.9)=>" (2/{0) (0.9)%(0.1)2°~% = 0.133.

k=0

lIzrac¢unavanja u ovom primeru, kao i sva komplikovanija izra¢unavanja u slede¢im primerima,
uradena su uz pomo¢ programa Derive.
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Ali, sa gledista kupca, i @ = 0.05 je prevelika moguénost greske. Sta ako kupac
zahteva nizi nivo znacajnosti, na primer o < 0.017 U tom slucaju trebalo bi
povecati kritiénu vrednost testa. Kako je za p = 0.6, P(S > 18) = 0.0036, kriticna
vrednost ¢ = 18 bi zadovoljila postavljeni uslov. Sada bi, naravno, bilo jo§ teze
dokazati da je radar B bolji; verovatnoca greske druge vrste se povecala. O

Iz definicije pojmova u vezi sa testiranjem hipoteza, kao i iz prethodnih primera,
zaklju¢ujemo da vazi opste pravilo:

Za isti obim uzorka i istu statistiku testa, $to je manji nivo znacajnosti, uto-
liko je teze odbaciti hipotezu Hy. Smanjenjem nivoa znaCajnosti povecava se
verovatnoca greske druge vrste.

Ipak postoji moguénost da se istovremeno smanje i nivo znacajnosti i verovatnoca
greske druge vrste za parametre koji su u unutrasnjosti oblasti ©;. ReSenje je u
povec¢anju obima uzorka.

Primer 157. Pretpostavimo da prodavac iz primera 156 zna statistiku i pristaje
da se nivo znacajnosti smanji na 0.01, ali da se istovremeno broj ispitivanja poveca
sa 20 na 50.

U ovom slucaju ponovo testiramo hipotezu Hy : p < 0.6 protiv alternative Hy :
p > 0.6. Statistika testa je broj slucajeva S u 50 opita u kojima je radar B bio
bolji od radara A. Ovde je S ~ Bin (50, p). Oblast odbacivanja testa je {S > c}.
Ako nivo znacajnosti ne sme biti veéi od 0.01, najmanja moguca vrednost za c je
39, sa a = «(0.6) = 0.0057. Prema tome, pravilo testa glasi:

Ako je S > 39, odbacuje se Hyp, u protivnom se Hy ne odbacuje.

Supremum greske druge vrste jednak je 1 — a = 0.9943. Da li je prodavac dobro
uradio $to je ponudio ovakve uslove? Jeste, ako je siguran da je p veliko. Na primer,
za p = 0.9 dobijamo

50
B0.9) =1- > (5;) (0.9)%(0.1)°°~* = 0.0032,

k=39

Sto je neuporedivo bolje od situacije za n = 20, gde smo izrac¢unali da je 5(0.9) =
0.133. U stvari, prodavac je u boljem polozaju od kupca jer je § < o. Medutim,
ako p nije dovoljno veliko, prodavac je u losijem polozaju. Na primer, 5(0.8) = 0.29,
dok je 3(0.7) = 0.86! U ovoj situaciji, prodavac bi morao da trazi jos veée n, kako
bi smanjio gresku druge vrste. O

Hipoteze se mogu testirati i bez efektivnog nalazenja kriticne vrednosti. Pret-
postavimo da smo, u primeru 157, sa n = 50 i a < 0.01 dobili § = 41. Kako je,
za p = 0.6, P(S > 41) = 0.0008, zaklju¢ujemo da bismo hipotezu H, odbacili sa
nivoom znacajnosti 0.0008, a tim pre je odbacujemo na veé¢em nivou znacajnosti.
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Neka je S = s realizovana vrednost statistike testa. Najmanji nivo znacajnosti
na kome bismo hipotezu Hy odbacili pri S = s je znaéajnost® vrednosti s.

Ako je oblast odbacivanja oblika {S > ¢}, znac¢ajnost vrednosti s dobija se kao

sup P(S > s). Analogno se postupa u slucajevima kada je oblast odbacivanja
IS

oblika {S > ¢}, {S < ¢} ili {S < c}.
Ako se statistika testa realizuje sa vrednoséu ¢ija je znac¢ajnost manja od zadatog
nivoa znacajnosti, tada hipotezu Hy odbacujemo.

Primer 158. Pretpostavimo da imamo uzorak (X, ..., X100) iz normalne raspo-
dele N'(u, 1), gde je p nepoznato. Testiramo

Ho: p>1 protiv Hy: p<1.

Zahteva se nivo znacajnosti o = 0.05.

Statistika testa moze da bude aritmeticka sredina uzorka fi. Male vrednosti za [i
su dokaz protiv hipoteze Hp; oblast odbacivanja je {fi < ¢}, sa nekim ¢ koje moze
da se izracuna. Umesto toga, mozemo da nademo znacajnost dobijene vrednosti
statistike testa i da je uporedimo sa zadatim nivoom znacajnosti.

Pretpostavimo da smo u eksperimentu dobili @ = 0.8. Ako je prava vrednost
parametra jednaka u, tada je

p—p _08—p
1/10 = 1/10

P@SO&:P( ):ngs—wm,

gde je Z ~ N(0,1). Za oblast ©y = {u|p > 1}, supremum ove verovatnoce dobija
se za u = 11 iznosi P(Z < —2) = 0.023. Ovo je znacajnost dobijene vrednosti
statistike testa. Kako je ona manja od zadatog nivoa znacajnosti, hipotezu Hj
odbacujemo.

Da smo u eksperimentu dobili 7 = 0.9, imali bismo znacajnost P(Z < —1) = 0.16,
pa hipotezu Hy ne bismo mogli da odbacimo.

Inace, kriticna vrednost testa moze se odrediti iz uslova P(Z < 10(c — 1)) = 0.05,
odakle je 10(¢c — 1) = —1.64, odnosno ¢ = 0.836. O

Prednost testiranja hipoteza izracunavanjem znacajnosti jeste u tome sto se za
svaku dobijenu vrednost statistike testa moze kvantitativno oceniti koliko pro-
tivureci hipotezi Hy. Naime, unapred odreden nivo znacajnosti nije nikakvo ¢vrsto
pravilo koje se ne sme izmeniti. Ako je znacajnost dobijene vrednosti, recimo,
0.051, nema razloga da ne odbacimo hipotezu koju bismo inace odbacili sa 0.05.

U primerima koje smo do sada razmatrali, testirali smo hipoteze o vrednostima
parametra. Ovim problemima baviéemo se nesto detaljnije u slede¢em odeljku.
Pored ovakvih hipoteza, koje se nazivaju i parametarskim, od interesa su i tzv.
neparametarske hipoteze, u ¢ijoj formulaciji se ne pojavljuju nikakvi parametri.
Na primer, mozemo testirati hipotezu Hy da je dati niz brojeva slu¢ajan. Jedan test

1U literaturi se koristi i naziv p-vrednost.
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kojim se ovakva hipoteza testira (test serija) izloZen je ve¢ u primeru 32 na strani
24. Tli, hipoteza moze biti da dati niz brojeva potice iz neke odredene raspodele.
O testiranju nekih neparametarskih hipoteza bice reé¢i u glavi 12.

9.2 Testiranje hipoteza o vrednostima
parametara

Neke slucajeve testiranja hipoteza o vrednostima parametara proucili smo u pri-
merima datim u odeljku 9.1.

U sledet¢em primeru testira¢emo hipotezu o matematickom oc¢ekivanju normalne
raspodele u slu¢aju kada su nepoznati i p i o2.

Primer 159. Dat je uzorak (Xi,...,X,,) iz raspodele N'(u,0?), gde su pu i o2
nepoznati. Za dato pg, treba testirati

Ho: p=po, protiv. Hi: p# po,

sa nivoom znacajnosti a. Za razliku od primera 155 i 158, gde je statistika testa
bila 1, ovde uzimamo statistiku

_ B o
s/\/mn’

jer njena raspodela pod hipotezom Hy (¢t raspodela sa n — 1 stepeni slobode) ne
zavisi od 0. Dokazi protiv hipoteze Hy (a u korist H;) su sve vrednosti za T daleko
od nule sa obe strane; dakle, oblast odbacivanja bi bila oblika |T'| > ¢. Kriti¢cnu
vrednost ¢ nalazimo iz

P(T|>¢)=a zap=po,

odakle je ¢ = £1_q/2, kvantil reda 1 — /2 raspodele t(n — 1). Odavde dobijamo
pravilo testa:

Ako je |T| > £1_q /2, odbacujemo Hp, u protivnom ne odbacujemo Hy.

Za n > 30, umesto kvantila ¢ raspodele uzimaju se kvantili A/(0,1) raspodele, a
tada je ovaj test primenljiv i ako je (Xi,...,X,) nezavisan uzorak iz proizvoljne
raspodele.

Kao brojni primer, pretpostavimo da je n = 25 i a = 0.05. Iz tablica nalazimo da
je €0.975 = 2.064, pa pravilo odlu¢ivanja glasi:

>2.064. O

5 —
H, odbacujemo ako i samo ako je |T'| = '(MMO)
s

Primer 160. Da li ¢emo odbaciti Hy ili ne pri zadatom nivou znacajnosti zavisi
iod Hy. Pretpostavimo da u situaciji kao u prethodnom primeru testiramo Hy :
u = 0 protiv Hy : p > 0. Oblast odbacivanja je sada data sa T > e1_, Sto
u posmatranom slucaju (n = 25, = 0.05) daje T' > 1.711. Dakle, ako imamo
da je T' = 1.8, na primer, tada se hipoteza Hj ne odbacuje ako se testira protiv
H; : u # 0, a odbacuje se ako se testira protiv Hy : p > 0.
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Primer 161. Imamo na raspolaganju neograni¢en broj nezavisnih odbiraka signala
sa N (i, 0?) raspodelom, gde je o poznato. Koliko treba uzeti odbiraka da bismo
na osnovu njih testirali hipotezu Hy : p = 2 protiv H; : p > 2, sa nivoom
znacajnosti a = 0.025 ali tako da greska druge vrste za p = 2.1 ne bude veéa od
0.057

ReSenje. Neka je n obim uzorka. Za statistiku testa uzimamo

-~

w—2
o/vn’
gde je ¢ = 1.96, kvantil reda 0.975 standardne normalne raspodele. Verovatnoca

greske druge vrste u p = 2.1 jednaka je P(T < c¢), pri ¢emu se T racuna kao da je
prava raspodela N(2.1,02):

n—2 pg-—21 0.1 0.1

S oy Tajym T o

gde Z ima N(0,1) raspodelu. Prema tome,

T = oblast odbacivanja: T > ¢,

T

0.1
P(T <1. =P|Z<196—-——) <0.
(T < 1.96) ( < 1.96 \/ﬁ>_005,

g

o/v/n
Ako je o2 nepoznato, problem se resava koriste¢i se idejom kao u primeru 139 na
strani 175. O

odakle nalazimo da je 1.96 — < —1.64, tj. n > 36202

Postoji jos jedan nacin za testiranje hipoteza o parametrima. On istovremeno daje
vezu izmedu testova hipoteza i intervala poverenja. Objasni¢emo ga na slede¢em
primeru.

Primer 162. Testirajmo
Hy: w<0, protiv Hy: u>0,

sa nivoom znac¢ajnosti a. p je matematicko oc¢ekivanje normalne raspodele sa nepoz-
natim g i 02, a na raspolaganju nam je nezavisan uzorak (Xi, ..., X,) iz pomenute
raspodele. Oblast dozvoljenih vrednosti parametra p podeljena je na dva dela:
Oy = (—00,0] i ©; = (0,400). Jednostrani interval poverenja za p sa nivoom
poverenja 1 — « dobija se primenom teoreme 8.3:

N s
L o= M_Ela\/ﬁ7+oo) .

Verovatnoca da je p van navedenog intervala jednaka je a. Ako usvojimo pravilo
Hipotezu Hy odbacujemo ako i samo ako je Iy, C (0, +00),

tada ¢e nivo znacajnosti ovoga testa biti jednak verovatnod¢i da I;_, ne sadrzi nulu
ako je prava vrednost parametra p = 0. Prema konstrukciji intervala poverenja,
ova verovatnoca jednaka je a. Dakle, opisani test ima nivo znacajnosti . O
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U opstem slucaju primenjuje se analogan postupak:

Neka je © = (a, b) oblast dozvoljenih vrednosti parametra 60, gde je —oo < a <
b < +o0.

Neka su Hy i Hy hipoteze kojima odgovaraju oblasti ©¢ i ©1 vrednosti parametra
0. Konstruisimo interval poverenja I;_, sa nivoom poverenja 1 — « po slede¢em
pravilu

Ako je Hy oblika tada je I1_, oblika

6 <6y @)
0 > 6y (K b)
0 # 6y (Y1,Y2)

gde su Y, Y1,Ys slucajne promenljive.

Test sa pravilom odlu¢ivanja

Hipoteza H, se odbacuje ako i samo ako I1_, N Oy =

ima nivo znacajnosti jednak a.

Primer 163. Neka je (Xi,..., Xa0) nezavisan uzorak iz N(u,o?) raspodele, sa
nepoznatim 1 i 02, Testiraéemo hipotezu Hy : o2 = 1 protiv alternativne hipoteze
H,: 0% #1, sa nivoom znacajnosti a = 0.1

Prema teoremi 8.4 na strani 175, dvostrani interval poverenja za o
poverenja od 0.9 je

2 sa nivoom

1952 19s?
Ino = )

€0.95 €0.05
gde su eg.95 i £0.05 kvantili x?(19) raspodele. Iz tablica nalazimo da je g9 95 = 30.144
i €0.05 — 10117, pa je

Io.o = [0.63s°,1.885%].

Konstruisani interval poverenja ne sadrzi broj 1 ako i samo ako je 1 < 0.63s? ili
1 > 1.88s2, odnosno s2 > 1.58 ili s? < 0.53.
Dakle, trazeni test ima pravilo odlucivanja:

Hipoteza Hy se odbacuje ako i samo ako je s? < 0.53 ili s > 1.58. O

Kod testiranja nalazenjem znacajnosti realizovane vrednosti statistike (n — 1)s2,
treba voditi raéuna o tome da x? raspodela nije simetricna. Pretpostavimo da
smo u primeru 163 dobili s? = 5. Kako se znacajnost definise kao najmanji nivo
znacajnosti pri kome odbacujemo Hy, znacajnost vrednosti y jednaka je

2min (P(V < 19y), P(V > 19y)) , V ~ x%(19).

Naime, Hy mozemo odbaciti ili zato sto je y suvise malo ili zato Sto je y suvise
veliko.
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9.3 Hipoteze o koeficijentu korelacije

Neka je (X,Y) slucajni vektor. Iz dvodimenzionalne raspodele vektora (X,Y)
uzimamo uzorak obima n:

(X17Y1)3 (X27Y2)7 LI (X’I'L7Yn)

Ovde su parovi (X;,Y;) nezavisni, dok slu¢ajne veli¢ine iz istog para (X;,Y;) imaju
odredenu zajednicku raspodelu i mogu biti zavisne, sa koeficijentom korelacije p.
Kako je
E(X-EX)Y-EY)

vVVar X - VarY 7

metodom momenata dobijamo ocenu za p:

p(X,Y) =

n

D (X — fix) (Ve — fiy)
k=1

n n 1/2
(Z(Xk —fix)?Y (V- ﬁY)2>

k=1 k=1

ﬁ:

Statistika p naziva se uzorackim koeficijentom korelacije.

Za testiranje hipoteza u vezi sa p, kao i za nalazenje intervala poverenja, od koristi
su sledece dve teoreme:

Teorema 9.1 Ako slucajni vektor (X,Y') ima dvodimenzionalnu normalnu raspo-
delu sa p = 0, tada statistika
pvn —2

=7

T =

ima t(n — 2) raspodelu.

Teorema 9.2 Ako slucajni vektor (X,Y) ima koeficijent korelacije p, tada je
raspodela statistike

1 1+p
T = -log ] 6
2 1—p
asimptotski (kad n — +00) normalna, sa
1 14+p 1
ET =—-log——, VarT = .
2 81 p’ o n—3

Teorema 9.1 koristi se za testiranje hipoteze Hy : p = 0 u slucaju kada vektor
(X,Y) ima normalnu raspodelu ili kada je obim uzorka veliki, pa se moze prihvatiti
normalna aproksimacija.

Teorema 9.2 primenjuje se za odredivanje intervala poverenja i za testiranje hipoteza
o koeficijentu p na velikom uzorku (n > 25).
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Primer 164. Iz uzorka obima n = 27 iz dvodimenzionalne normalne raspodele
dobijeno je p = 0.6. Sa nivoom znacajnosti a = 0.05 testirati hipotezu Hy: p =0
protiv alternativne hipoteze H; : p > 0.

Resenje. Primeni¢emo teoremu 9.1. Statistika testa ima vrednost

pvn —2

1—p?

=3.75.

Pod hipotezom Hj, ova statistika ima raspodelu ¢(25). Kako je T'monotono rastuéa
funkcija od p, velike pozitivne vrednosti za T' su dokaz protiv Hy, a u korist Hy,
pa je oblast odbacivanja oblika T > ¢, gde je ¢ kvantil reda 0.95 raspodele ¢(25).
Iz tablica nalazimo da je ¢ = 1.708. Kako je dobijena vrednost statistike veca od
kritiéne vrednosti testa, hipotezu Hy odbacujemo.

Primer 165. Iz uzorka obima 58 izracunat je koeficijent korelacije p = 0.81.
Odrediti dvostrani 95% interval poverenja za p, a zatim testirati hipotezu Hy :
p = 0.6 protiv Hy : p # 0.6 sa nivoom poverenja o = 0.05.

Resenje. Prema teoremi 9.2, ako je p prava vrednost koeficijenta korelacije, statis-
tika

1 14+p
T = =log iﬁ
2 1-p
ima priblizno normalnu raspodelu sa
1 1+p 2 1
=ET = -log—— =VarT = .
I 5 log 7— 5’ i o ar p—
Prema tome, statistika
T —
——
o

ima priblizno A(0,1) raspodelu. Dvostrani 95% interval poverenja dobija se iz
uslova da je
1Z) <1.96, tj. T —1960 < pu<T +1.960.

U datom primeru je 0 = 1/4/55 =0.1351 T = 1.127 pa imamo da je

1+p
I—p

1
0.862 <1< 1.392, tj. 0862< ;log <1.392,

odakle nalazimo da p € (0.697,0.884). Kako vrednost dobijeni interval ne sadrzi
0.6, hipotezu Hj odbacujemo.

9.4 Hipoteze o razlici parametara

U ovom delu izlozi¢emo metode dobijanja intervala poverenja za razliku srednjih
vrednosti dve populacije i koli¢nik dve varijanse, kao i za testiranje odgovarajuéih
hipoteza.
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Kada imamo dva uzorka istog obima iz dve populacije, postupci u vezi sa ra-
zlikom srednjih vrednosti mogu se svesti na ve¢ izlozen slucaj jedne populacije.
Naime, neka su (Xi,...,X,) 1 (Y1,...,Y,) nezavisni uzorci iz dve raspodele sa
matematickim ocekivanjima gy i po respektivno. Razlike Uy = X — Yy imaju
matematicko ocekivanje p = p1 — w2, pa se moze smatrati da imamo jedan uzo-
rak Uy, ..., U, na osnovu koga testiramo hipoteze o u i konstruisemo odgovarajucée
intervale poverenja.

Izlozi¢emo sada priblizan metod koji se moze primeniti u opsStem slucaju.

9.4.1 Razlika srednjih vrednosti (aproksimativan metod za
velike uzorke)

Pretpostavimo da imamo dva velika nezavisna (i medusobno nezavisna) uzorka
obima n; odnosno ns iz dve razlic¢ite raspodele sa matematickim ocekivanjima g
i po respektivno. Interesuje nas ocena razlike 1 — po, kao i testiranje hipoteza u
vezi sa tom razlikom.

Na bazi uzoraka mozemo naéi standardne ocene matematickog oc¢ekivanja i vari-
janse iy, fiz, $7 i s3. Slucajne promenljive [i; i iz imaju, za velike uzorke, priblizno
normalnu N (u1,s7/n1), odnosno N (ua,s3/n2) raspodelu. Prema tome, njihova
razlika ima normalnu raspodelu N (1 — pia, 52 /n1 + 52 /n2), pa sluéajna promenljiva

g =iz — (1 — pa)
52 82
51,5
nq Up)

ima priblizno N(0, 1) raspodelu. Odavde izvodimo intervale poverenja.

Teorema 9.3 Neka su (Xi,...,Xn,), (Y1,...,Y,,) nezavisni (i medusobno
nezavisni) uzorci iz raspodela sa nepoznatim matematickim ocekivanjima py
i po. Pretpostavljamo da suny ing veliki (> 30).

Neka je e, kvantil reda u raspodele N'(0,1).

Dvostrani interval poverenja sa nivoom poverenja 1 — a za 6 = puy — pa
definisan je krajnjim tackama

2 2
S S
1 2

+7

H1— p2 £ E1_qyo — .
ny n2

Jednostrani intervali poverenja sa nivoom poverenja 1 — « su

52 82 s2 sl
=00, [y — f2 FE1—af/ — + — |, H1— p2 — €1—af/ — + —,+00
ny N ny o nNg
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Testiranje hipoteza o razlikama zasnovano je na istoj statistici koja se koristi i za
intervale poverenja.

Primer 166. Iz dva signala su uzeti uzorci obima ni; = ny = 10000 i dobijene
su srednje vrednosti 17 = 2.11, s2 = 0.31, fip = 1.13 i s3 = 0.29. Sa nivoom
znacajnosti a« = 0.05, testirati hipotezu Hg : p1 — pue = 1 protiv alternativne
hipoteze Hy : p1 — ps # 1. Zatim konstruisati dvostrani 95% interval poverenja
za razliku puy — po. Kolika je znacajnost dobijene brojne vrednosti ocene razlike?
ResSenje. U ovom primeru je n; = ng = n,a statistika testa je

0 — s — 1
T:\/ﬁw_

2 2
\/ 81 + 85

Velike vrednosti za |T'| su dokaz protiv Hp, a u korist H;. Statistika T ima pod
hipotezom Hj raspodelu A/ (0,1), pa se kriticna vrednost testa dobija iz

P(T|>c)=a <= c=¢1_q/2,

gde je €1_q/2 kvantil standardne normalne raspodele. Kako je 9.975 = 1.96, pa
test ima sledeée pravilo:

Hipoteza Hy se odbacuje ako i samo ako je |T| > 1.96.

U datom slucaju odbacujemo Hj jer je T' = —2.58.
.. 196
95% interval poverenja je interval sa krajnjim tackama fi; — fia = ——1/s3 + s3. Za

n
date brojne vrednosti nalazimo interval [0.9648,0.9952]. vr
Znacajnost dobijene vrednosti je najmanji nivo poverenja sa kojim bismo odbacili
Hp. U ovom slucaju znacajnost se izracunava iz P(|T| > 2.58) = 0.0098, sto je
nesto manje od 1%. O

Kada se testom razlike odbaci hipoteza da su srednje vrednosti jednake, ponekad
se (u literaturi koja se bavi primenama) kaze da je ustanovljena znacajna ili ,,signifi-
kantna” razlika izmedu dve srednje vrednosti. Ova fraza znaci samo da je zna¢ajnost
podataka manja od dozvoljenog nivoa znacajnosti i da je time ustanovljeno da pos-
toji razlika. To nikako ne mora da znaci da je ta razlika od nekog znacaja za bilo
sta. Naime, statisticki test razlike ¢e, za dovoljno veliki uzorak, detektovati svaku,
makar i zanemarljivo malu razliku izmedu srednjih vrednosti.

Na izlozeni na¢in mogu se testirati i razlike izmedu verovatnoca, s tim $to se uzima
S% :I/)\z(l —]/7\1), za i = 172

9.4.2 T-test za razliku srednjih vrednosti (egzaktan metod
za dve normalne raspodele sa istom varijansom)

Ako su uzorci malog obima, aproksimativan metod se ne moze primeniti. U sluc¢aju
kada su oba uzorka iz normalnih raspodela sa medusobno jednakim varijansama,
moze se primeniti egzaktan metod, zasnovan na teoremi 7.8, tzv. T-test.
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Teorema 9.4 Neka su (Xi,...,Xp,), (Y1,...,Y,,) nezavisni (i medusobno
nezavisni) uzorci iz normalnih raspodela sa nepoznatim matematickim
ocekivanjima (1 i po i sa medusobno jednakim (ali nepoznatim) varijansama.
Definisimo

2. (m— 1)s? 4 (n2 — 1)s3
1,2 ™ ny+ng —2 '

Neka je €, kvantil reda u raspodele t(ny + ng — 2).

Dvostrani interval poverenja sa nivoom poverenja 1 — « za § = 1 — s
definisan je krajnjim tackama

~ ~ 1 1
H1— H2 £ E1-a/2s124) — + —.
ny no

Jednostrani intervali poverenja sa nivoom poverenja 1 — a su

~ ~ 1 1 N =N 1 1
(-OO,M — M2+ €1-aS1,2 +] ) |:H1 —,u2—61—a51,2\/+,+00>
ny No ni n2

Primer 167. Dati su uzorci

44,44, 56,46, 47, 38, 58, 53,49, 35, 46, 30, 41 ,
35,47, 55,29, 40, 39, 32, 41,42, 57, 51,39 ,

za, koje pretpostavljamo da poticu iz dve normalne raspodele sa istom varijan-
som i matematickim ocekivanjima redom gy i ps. a) Naéi dvostrani 95% inter-
val poverenja za razliku py — ps. b) Testirati hipotezu Hy : 3 = pe protiv
Hi : py # pa, sa nivoom znacajnosti a = 0.05. ¢) Isto kao pod b), ali za hipotezu
Hy : w1 > Ua.

ReSenje. Obimi uzoraka su ny = 13 i ng = 12. Kvantil €g 975 raspodele ¢(23)
jednak je 2.096. Iz datih podataka dobijamo

[y = 45.15, fip = 42.25, 57 =64.0, s5 =764, s>=69.9.

a) Primenom teoreme 9.4 dobijamo brojni 95% interval (—4.02,9.82).
b) Kako 95% interval poverenja sadrzi nulu, hipotezu Hy ne odbacujemo.
¢) U ovom slucaju, zbog oblika alternativne hipoteze, trebalo bi konstruisati novi
jednostrani interval poverenja i videti da li on sadrzi nulu. Na drugi na¢in, hipotezu
Hy odbacujemo u korist H; ako je
1 — M2
T= — g > €0.95
S1.20/ 5 T s
gde je £9.95 = 1.714 (iz tablice t(23) raspodele). Kako je u nasem primeru 7' = 0.84,
hipotezu Hy ne odbacujemo ni sada.
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9.4.3 Koliénik dve varijanse normalnih raspodela

Dve varijanse uporedujemo pomocu koli¢nika, a ne pomocu razlike. Takav postupak
proizilazi iz teoreme 7.11, koja utvrduje da je

st/ot

s3/03

NF(?’Llfl,ngfl),

gde se s7, odnosno s3 ocenjuju iz nezavisnih uzoraka iz raspodela (1, 07 ), odnosno

N(Mﬁ%)-

Teorema 9.5 Neka je (Xi,...,X,,) nezavisan uzorak iz N'(j1,0?) raspodele

i neka je (Y1,...,Yn,) nezavisan uzorak iz N(us2,03) raspodele, pri éemu su
2 ;.2

pomenuta dva uzorka medusobno nezavisna. Oznacimo sa sy 1 s5 ocene varijansi
0?2 odnosno o3 na osnovu datih uzoraka.
Neka je €,(m,n) kvantil reda u raspodele F(m,n).

Dvostrani interval poverenja sa nivoom poverenja 1 — a za koliénik o3 /o3

Jje
2 2
57 1 57 )
il e =T —1)).
<S§ 51—(1/2(”1 — 17712 — 1)) S% 1 a/2( 2 1 )

Jednostrani intervali poverenja sa nivoom poverenja 1 — a su

0, ’L (s — 1 1) 51 ! +
— E1—alne —1,n1 — , — y TOO ).
" s3 ! 2 ! 83 e1-a(n1 —1,n2 — 1)

Dokaz. Na osnovu drugog dela teoreme 7.9 vazi da je

1

e a(na—1,mp —1).
€a(ny —1,ny — 1) €1-a(n2 m = 1)

Neka je F' slu¢ajna promenljiva sa F'(n; — 1,n9 — 1) raspodelom. Polazeéi od
definicije kvantila imamo da je

st/of
1—04:P(F>€a(n1—1,n2—1)):P(2 2>Ea(n1_1,n2—1)>
s5/05
o2 g2 1 o2 &2
=P{5<5 =P (<% e ona—1m 1
(Ug ~ 82 ea(ng —1,mg — 1)) (o’% ~ 83 €1-a(n2 ny —1)

Ovim je dokazano tvrdenje za prvi jednostrani interval. Ostala tvrdenja se sli¢no
dokazuju. O

Primer 168. Jedna veli¢ina merena je pomoc¢u dva razli¢ita instrumenta, A i B,

¢ije su varijanse o2 odnosno o3 nepoznate. Iz 10 merenja instrumentom A dobijeno

je 2 =5.29 a iz 12 merenja instrumentom B, s3 = 2.25.
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a) Testirati hipotezu Hy : o1 = o9 protiv hipoteze H; : o1 > 03, sa nivoom
znacajnosti o = 0.05. b) Konstruisati dvostrani 90% interval poverenja za koliénik
g1 /0'2.

Resenje. a) Pod hipotezom Hj koliénik F' = s?2/s3 ima F(9,11) raspodelu. Ve-
like vrednosti ovog koli¢nika su dokaz protiv Hy, a u korist H;. Prema tome, za
oblast odbacivanja uzimamo F' > c. Iz uslova da je o = 0.05 nalazimo da je ¢
kvantil F(9,1) raspodele reda 0.95, pa iz Tablice 4 ¢itamo da je ¢ = 2.90. Kako
je realizovana vrednost statistike testa F' = s?/s2 = 2.35 < 2.90, hipotezu Hy ne
odbacujemo.

b) Da bismo primenili teoremu 9.5, nalazimo kvantile raspodele F'(9,11) i F(11,9):
€0.95(9,11) = 2.90 i £9.95(11,9) = 3.10 (poslednju vrednost nalazimo ekstrapo-
lacijom iz tablice). 90% interval poverenja za koli¢nik varijansi je

F 2.35
— F. 11,9) | = ( =—,2.35-3.10 ) = (0.81,7.285).
<50A95(9, 11y £+ 005 )> (2.90 ) ( )
Interval poverenja za o1 /0 je (\/0.81, V 7.285) = (0.9,2.7). Kao sto vidimo, dobi-

jeni interval je veoma §irok, $to je posledica malih uzoraka.

9.5 Zadaci

1597 ITmamo dva tipa novéiéa: ispravan (,fer”) i nehomogen koji pokazuje pismo
sa verovatnoc¢om 0.55. Dobili smo jedan nov¢ié, ali ne znamo kakav je. Da bismo
ga testirali, bacamo ga 1000 puta i usvajamo pravilo: Ako padne pismo vise od
K = 525 puta, nov¢i¢ odbacujemo kao nehomogen, u protivnom prihvatamo da je
homogen. Naéi verovatnocéu greske odbacivanja homogenog novcica.

1607 Koliko treba da bude K u zadatku 159 da bi verovatnoéa greske odbacivanja
homogenog novcéic¢a bila manja od 0.017

161. Testira se hipoteza Hy : u < 65 protiv Hy : p > 65, na osnovu uzorka
obima 9 iz normalne raspodele za koju je poznato o = 36.

a) Formulisati statistiku testa i oblast odbacivanja za nivo znacajnosti o = 0.05.
b) Kolika je verovatnoca greske druge vrste za u = 677 ¢) Nadi mo¢ testa za cele
vrednosti p izmedu 63 i 70 i skicirati funkciju moéi p+— y(p).

162. Primeniti test izveden u zadatku 161 na uzorak 63, 72, 64, 69, 59, 65, 66, 64, 65.

163. Imamo na raspolaganju neograni¢en broj nezavisnih odbiraka signala sa
N (u, 1) raspodelom, gde je p nepoznato. Formulisati test hipoteze Hy : p = 3
protiv Hy : p # 3 sa nivoom znacajnosti a = 0.05, na osnovu n = 100 odbiraka.
Koliko treba da bude najmanje n ako se zahteva da greska druge vrste za pu = 3.2
ne bude veéa od 0.057

164% U cilju ispitivanja parapsihologkih sposobnosti ispitanik pogada boju 10
kuglica koje se izvlace (sa vracanjem) iz kutije sa istim brojem belih i crnih kuglica.
Formulisati hipoteze kao i test sa nivoom znacajnosti 10%.
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165. Dati su uzorci
44, 44, 56,46, 47, 38, 53, 53, 49, 35, 46, 30, 41,
35,47, 55,29, 40, 39, 32, 41,42, 57,51, 39,

za koje pretpostavljamo da poti¢u iz dve normalne raspodele sa istom varijan-
som i matematickim ocekivanjima redom gy 1 p2. a) Naéi dvostrani 95% inter-
val poverenja za razliku p; — pe. b) Testirati hipotezu Hy : py = po protiv
Hy : py > ps sa nivoom znacajnosti aw = 0.05.

166. Duzina zivota jednog uredaja u prethodnoj seriji bila je normalna slu¢ajna
promenljiva sa p = 1120 ¢asova i 0 = 125 ¢asova. Uzorak obima 8 iz nove serije ima
srednju duzinu zivota 1070 casova. Testirati hipotezu da se srednja duzina zivota
nije promenila, sa nivoom znacajnosti 0.05.

1677 Koju najveéu vrednost moze imati koeficijent korelacije p izra¢unat iz uzorka
obima 18 da ne bismo odbacili hipotezu Hy : p = 0 testirajuéi je protiv hipoteze
Hy : p# 0 sa nivoom znacajnosti o = 0.05 7

1687 U kutiji I imamo 1000 belih i isto toliko crnih kuglica. U kutiji II imamo 500
belih i 1500 crnih kuglica. Biramo nasumice jednu kutiju i iz nje izvla¢imo uzorak
obima n. Odrediti n i formulisati test koji ¢e, na osnovu uzorka odluciti koja je
kutija izabrana, sa verovatnoc¢om greske manjom od 0.05.

169. Imamo dve grupe proizvoda. U prvoj grupi srednja vrednost neke dimenzije
je u1 = 1, a u drugoj grupi je g2 = 1.1. Uzimamo uzorak iz jedne grupe, ali ne
znamo koja je to grupa. Odrediti obim uzorka i formulisati test na osnovu koga
bismo odredili vrstu proizvoda sa datom verovatno¢om greske.

170. Imamo dva instrumenta, koji su spolja identi¢ni, ali je jedan malo precizniji,
sa 0 = 1, dok dugi ima ¢ = 1.1. Uzimamo nasumice jedan instrument. Na osnovu
ponovljenih merenja veli¢ine za koju znamo p, formulisati test pomoéu kog bismo
zakljucili koji instrument smo izabrali.

1717 Merenja snage stiska leve (L) i desne (D) ruke 10 levorukih osoba dala su
sledece rezultate:

Osoba br.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L 140 90 125 130 95 121 &5 97 131 110
D 138 87 110 132 96 120 &6 90 129 100

a) Posmatrajuéi razlike dobijenih vrednosti kao uzorak iz jedne populacije, odrediti
90% interval poverenja za srednju vrednost razlike izmedu jacine stiska leve i desne
ruke. b) Da li bismo, na osnovu rezultata pod a), prihvatili hipotezu da nema
razlike u jacini stiska leve i desne ruke kod levorukih osoba? ¢) Da li bi se u ovom
primeru mogao primeniti metod poredenja razlike srednjih vrednosti dve populacije
(teorema 9.4)? Obrazloziti.



Glava 10

Neparametarski testovi

Da li se podaci koje imamo mogu modelirati normalnom raspodelom? Da li su
brojevi koje smo dobili slu¢ajni? Da li su dva dogadaja nezavisna?

U ovoj glavi dajemo neke nacine da se odgovori na pitanja ovog tipa. Odgovori su
vazni, jer omogucavaju modeliranje pojava i sistema, a time i predvidanje
njihovog bududéeg ponasanja.
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